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VORWORT. 



Deit mehr als 30 Jahreo ist in Deutschland und Frankreich 
kein Buch über Variationsrechnung erschieneu; von den in 
anderen Theilen der wiBsenschaftlichen Welt veröffentlichten 
Darstellungen dürfte keine geeignet sein, das verdienstvolle und 
noch heute lehrreiche Werk von Moigno und Lindelöf zu 
ersetzen oder zu übertreffen. Es dürfte daher zeitgemäss sein, 
eine Darstellung der Variationsrechnung zu versuchen, bei welcher 
die in den letzten 30 Jahren gewonnenen neuen Einsichten 
benutzt, und die Beweise mit derjenigen Strenge geführt werden, 
welche hauptsächlich unter dem Einfluss von Weierstrass in 
immer weiteren Kreisen der Mathematiker als nothwendig an- 
gesehen wird. 

Veranlasst wurde ich zu eingehender Beschäftigung mit der 
Variationsrechnung hauptsächlich dadurch, dass ich durch die 
an der Universität Dorpat hergebrachte Vertheilung der Vor- 
lesungen ziemlich oft in die Lage kam, über Variationsrechnung 
zu lesen und die für den Studenten sehr anregenden Aufgaben, 
welche dieser Disciplin zugänglich sind, in praktischen Uebungen 
zu verwerthen. Nachdem ich auf diese Weise mit den päda- 
gogischen und sachlichen Schwierigkeiten des Gegenstandes ver- 
traut geworden war, übernahm ich gern die Aufgabe, für die 
Encjklopädie der Mathematischen Wissenschaften ein Referat 
über die Entwickelung der Variationsrechnung auszuarbeiten, 
wodurch ich zu eingehendem Studium ihrer interessanten Geschichte 
und Literatur veranlasst wurde. Endlich erwuchs aus einem 
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zunächst nach anderer Richtimg gehenden Vorschlage der Firma 
Friedr. Vieweg u. Sohn der Plan des Werkes, welches ich 
hiermit der mathematischen Welt vorlege. 

Eine besondere Bemerkung erfordert die Stellung meiner 
Arbeit zu den Untersuchungen von Weierstrass, der, wie in 
anderen Gebieten, so auch in der Variationsrechnung nicht bloss 
al8 Kritiker gewirkt, sondern in positiver, schöpferischer Thätig- 
keit neue Bahnen gebrochen bat Bekanntlich liegen seine For- 
schungen nicht in einer systematischen Darstellung vor; als 
ergiebigste Quellen dienten mir die Dissertation yon Zermelo 
(Berlin 1894) und eine Abhandlung von Kobb (Acta mathe- 
matica, Bd. 16 und 17). Diese Arbeiten sind zwar in erster 
Linie den eigenen Untersuchungen der Ver&sser gewidmet, 
enthalten aber auch in modificirter und verallgemeinerter 
Form alle wesentlichen, auf unseren Gegenstand bezüglichen 
Ideen von Weierstrass, Den weit verbreiteten, im mathe- 
matischen Verein der Universität Berlin hergestellten Aus- 
arbeitungen von Vorlesungen habe ich grundsätzlich nichts ent- 
nommen, was nicht schon durch den Druck allgemein zugänglich 
gemacht wäre. Diese Beschränkung brachte indessen keine 
wesentlichen Kachtheile mit sich; bei der reichen Ausbeute, 
welche die genannten Abhandlungen sowie einige weitere Disser- 
tationen gewähren, konnten die Ideen von Weierstrass in aus- 
giebigster Weise benutzt werden. Dabei konnte ich allerdings 
in keiner Weise anstreben, die ursprüngliche Darstellungsweise 
des grossen Forschers festzuhalten, da dies wegen des Zusammen- 
hanges mit den von ihm nicht behandelten Tbeilen der Varia- 
tionsrecbnung nicht angebracht erschien. 

Bei der Auswahl des Stoffes glaubte ich auf den Beifall der 
Leser rechnen zu dürfen, wenn ich leere Allgemeinheiten ver- 
mied und in jedem Abschnitt eine Anzahl specieller Aufgaben 
genau durchrechnete, welche, vielleicht mit Ausnahme des durch 
seine Geschichte ehrwürdigen Problems der Brachistochrone, eine 
selbständige geometrische oder mechanische Bedeutung haben, 
und nicht bloss erfunden sind, um die Fruchtbarkeit der Methode 
zu zeigen. Auf eingehende historische Angaben und die Erörte- 
rung von Prioritätsfragen glaubte ich verzichten zu dürfen, da 
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die referirenden Werke von Todbnnter (History of the cal- 
culus of variatioDs, 1861) und PaBcal (Variationsrechnung, 1899), 
Bowie der erwähnte Abschnitt der Encyklopadie, welcher dem- 
nächst erscheinen wird, es leicht machen, sich über die Herkunft 
der wichtigsten Sätze zu unterrichten. In das Literaturverzeichniss 
habe ich daher nur diejenigen Arbeiten aufgenommen, die mir 
am besten geeignet schienen, den Leser über den Rahmen meiner 
Darstellung hinaus sachlich zu informiren. 

Gern erwähne ich, dass ich mich bei der Vollendung dieses 
Werkes der Mitarbeit zweier ehemaligen Zuhörer zu erfreuen 
hatte. Herr Heinrich Karstens hat mich in aufopfernder 
und verstandnissYoUer Weise bei derCorrectur sämmtUcber Druck- 
bc^en unterstützt; mit Herrn Erhard Schmidt habe ich einen 
Theil des Manuscripta bei der letzten Eedaction durchgearbeitet. 
Beide Herren haben mir durch fonnale und sachliche Äbänderungs- 
Torschläge werthvolle Dienste geleistet, und ich spreche ihnen 
dafür meinen herzlichen Dank ans. 

Decemher 1899. 
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§ 69. Die GrÖBBe S; ihr Vorseiehen stimmt mit dem der Form i/i 

überein 800 
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Yerzeicbniss der ansführlieh behandelten Aufgaben. 



I. Kürzeste Linie in der Ebene g§ 9, 11, 18, 23, 44. 
n. Kleinste Rotation b fläche §§ 9, 11, 23, 44. ' 

III. iHOperimetriBche Aufgabe; nur der eine Endpunkt der geauoliten 
Linie gegeben §g 9, 18. 

IV. Gröbster Botationskörper von gegebener Oberfläche §§ 9, 23. 

V. Rotationtkörper von gröaater Anziehungskraft bei gegebener Masea 

§9. 
VI. Fläche kleinsten Widerstandes §§ 11, 18, 26. 
VIL Geodätische Linie auf beliebiger Fläche §§ 11, 13, 18, 43. 
VIII. Brachistochrone ohne und mit Widerstand §§ 12, 58. 
IX. laoperimetriflche Aufgabe; beide Endpunkte der gesachten Curve 
gegeben §§ 34, 87, 39, 40, 45, 46, 47. 
X. Curve kürzesten Umrings bei gegebenem Inhalt auf einer beliebigen 
Fläche §g 34, 47. 
XI. Gleichgewich tafigur eines schweren Fadens §g 38, 39. 
XU. Die Curve , welche mit den Normalen ihrer Endpunkte und der 
Evolute eine möglichst kleine Fläche umschUesst §§ 50, 64. 

XIII. Gleichgewichtsfigur der elastischen Feder § 56. 

XIV. Fläche kleinsten Inhalts bei gegebener Begrenzung §§ 64, 66, 66, 
67, 69. 

XV. Gestalt des Tropfens §§ 64, 65. 

Die allgemeinen Principien der Mechanik nebst speciellen An- 
wendungen §§ 19, 26, 43, 50, 68. 
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Erster Abschnitt. 

Begriff und Grundregeln der Variationsrechnung. 



In der Differentialrechnung sieht man die abhängigen Va- 
riablen als bestimmt an, sobald die Werthe gewisser Argumente 
gegeben sind ; Differential ist der Zuwachs, den die Function bei 
kleinen Abänderungen der Argumente erfahrt Die Variations- 
rechnung dagegen behandelt GrÖBSen, welche Ton Teränderlichen 
fhnctionalen Verbältnissen abhängen; der Zuwachs, den eine 
kleine Abänderung dieser Verhältnisse hervorruft, heisst Variation, 
und wird durch Su bezeichnet, wenn u die betrachtete Grösse 
selbst ist. 

Ist z. B. y ^= f {x) die Gleichung einer gegebenen Curve, 
80 ist die Grösse 

dy =^ tf> {x ~\- dx) — fp (x), 
wenn dx klein ist, das Differential Ton y. Sieht man dagegen 
die Curve als veränderlich an und ersetzt sie durch die von ihr 
nur wenig Terschiedene 

1J = ,f{x)-\-^{x), 
so ist die bei festgehaltenem x gebildete Differenz 

fl — y=: Sy = ^{x) 
die Variation von y, welche durch die eingetretene Abänderung 
des Abhängigkeitsyerhältnisses der beiden Variablen verursacht 
wird. Bildet man femer ■ 

J = \f>{x)dx. 
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2 Erster AbBobnitt. § 1. 

so ist diese Grösse bei der ersten Auffassung von <p(x) allein 
von a und b abhängig und ihr Diiterentiat ist 

dJ=f(b)dh~f(a)da. 
Siebt man dagegen das durch 91 bezeichnete functionale Verhältniss 
als veränderlich an, so hängt J von der tiestaltung desselben in 
dem ganzen Intervall von a bis b ab; erhält die Function ^(x) 
den kleinen Zuwachs ^ (x), so vermehrt sich J um die Variation 



SJ=jt(x)dx=jSydx. 



Für die Bezeichnung werde Folgendes festgesetzt Punkte 
Und Werthsysteme von verrdgbaren Variablen mögen durch die 
^ffern 0, 1, ... bezeichnet werden; sind x, t, ... irgend welche 
abhängige oder unabhängige Variable, so seien ihre Werthe in 
Punkten 0, 1, ... immer Xq, x^, ... („ t^, ... Wir benutzen sodann 
ein Substitutionszeichen, indem wir setzen 

Xn =: x\, X^ — Xt ^x\ , 
und wenn O eine Function von x ist, 

0(j.,) _ 0(x,) = <t>(x) j]"^ = 0(x) 1^; 

dabei beziehe sich das Substitutionszeichen auf alle vorher- 
gehenden Glieder bis zum nächst vorhergehenden Substitutions* 
oder Gleichheitszeichen, oder, wenn kein solches Zeichen vorher- 
geht, auf den ganzen Ausdruck, an dessen Ende es steht, so 

»{<)+ «'(Ol- = »((,) + "(«. 
»{() !■ + a>(0 + V{f) I" = »(!.) + «A) + «'(« 

zu setzen ist 

Wir bezeichnen ferner, wenn h eine nicht negative ganze 
Zahl ist durch 

eine Potenzreihe der eingeklammerten Argumente, welche nur 
Glieder von mindestens k'"' Dimension enthält und für alle 
Argumentwerthe convergirt, deren absoluter Betrag eine gewisse 
positive Grosse nicht übersteigt. Ist eine Function der Grössen 
H, V, ... in der Form 

/(m, V, ...) =^ [u — a, V — b ...]s 
darstellbar, d. h. in die Taylor'sche Reihe entwickelbar, so 
nennen wir sie, wie üblich, regulär an der Stelle (a, b, ...); eine 
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§ 2. Begriff und Ornndregeln der VariationareohnDug. 3 

Curve neDDen wir regulär in der TJoigebung einer Stelle, wenn 
sie eine der Coordinaten aU reguläre Function der anderen 
defiDirt. 

Für die partiellen Uifferentialquotienten werden wir häufig 
die abgekürzte Bezeichnung 

df(u,v,...) _ 

du 

gebrauchen, bei welcher hinter dem Zeichen /„ die speciellen Ai^- 
mentwerthe angegeben werden können, z. B. 



=/. 



(^^^^)......,.,.=/"<-'-->- 



Es seien x, y die rechtwinkligen Coordinaten eines Punktes 
der Ebene, 58 ein Bogen, dessen Endpunkte und 1 sind; längs 
desselben seien x und y stetige, mit stetigen ersten Ableitungen 
Yersehene Functionen einer Variablen t. Die Ableitungen nach 
dieser mögen stets durch Accente bezeichnet werden ; die Grössen 
xf und y' mögen auf dem Bogen ® niemals zugleich verschwinden. 
Den Endpunkten entsprechen bei der festgesetzten Bezeichnungs- 
weise die Argumente U, ii\ man kann, indem man nöthigenfalls 
t durch — t ersetzt, annehmen, es sei 
ti > h, 
so dass die Variable t längs des Bogens 53 in der Richtung von 
nach 1 hin beständig wächst. 

In dem Intervall von (q bis t^ seien ferner Sx, 6y stetige, 
mit stetigen ersten Ableitungen versehene Functionen von t; 
durchläuft letztere Grösse jenes Intervall, so beschreibt der Punkt 
{x -}- Sx, y -\- Sy) einen Bogen S", der die von dem Bogen iß 
verlangten Stetigkeitseigenschaften ebenfalls besitzt und als Va- 
riation des letzteren angesehen werde. Die Punkte beider Bögen 
sind durch die Werthe von t einander eindeutig zugeordnet. 
Ist M irgend eine für einen Punkt des Bogens S8 gebildete ■ 
Grrösse, so sei u-\-^u die für den entsprechenden, d. h. zu 
demselben Werthe von t gehörigen Punkt des Bogens S» analog 
gebildete Grösse. Dieselbe Bezeichnung gelte, wenn t* nicht von 
einem Punkte, sondern von dem ganzen Bogen ö abhängt, z. B. 
die Länge desselben ist; auch dann erhalte u den Zuwachs ^u, 
wenn man© durch 33° ersetzt. Sieht man dx, 6y und ihre ersten 
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4 Erster Absohnitt. § 2. 

Ableitungen als kleine Grössen an und macht die enteprechen- 
den Vernachlässigungen, so gehe Ju in Su über, welch letztere 
Grösse die Variation von u beissen möge; dass sie einen be- 
stimmten Werth hat, muss natürlich in jedem Falle nachgewiesen 
werden. 

Offenbar ist, da entsprechende Punkte dieselben Werthe 
von t ergeben, 

^t7=St = 0. 
Die Grössen x\ y' gehen beim üebergang Ton 39 zu 55" in 
d{x-{-8x) d{y-\-i 



über; 


daraus folgt 


dt 

dSx 

" dt ' 


^!f 


dt 


Setzen wir femer 


^ = ^. 


3 = 





wobei jeder dieser Ausdrücke nur da betrachtet werde, wo sein 
Nenner nicht verschwindet, so ist 

_.f„_ y + gy' ^ _ afSy'-y'Sx' 1 

. ^~3f-\-8!^ x' ~ a/a ,1*^' 

oder, wenn man den letzten Bruch nach Potenzen von Sx' ent- 
wickelt, 

Vernachlässigt man hier die Glieder, welche äs/, Sy' in min- 
destens zweiter Dimension enthalten, so geht /dp in öp über and 
man erhält 

__ a^dy' — y'Saf _ 1 d8y _ p dSx 
^ 3f^ ~ 3f ~W y dt ' 

An einer Stelle, für welche sf nicht verschwindet, kann t als 
eindeutige Function von x angesehen und letztere Grösse als un- 
abhängige Variable eingeführt werden; man hat also 

5m = .Ä_ ji^^^ ^ dxdäy — dydSx 
^ dx ^ dx dx* ' 

und analog, wo y" nicht verschwindet, 

s, d8x dSy 
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g 2. Begriff and Qrundregeln der YariatioiiBrecliiiuiig. 



Allgemeiner sei F {x, y, si, y") eine Function, die in der Um- 
gebung jedes durch ein Element des Bogens S9 definirten Werth- 
systems {x, j/, a/, jf') regulär ist. Dadurch ist nicht ausgeschlossen, 
dass für y = y' =: eine Singularität auftritt, da dieses Werth- 
system auf dem Bogen 39 nicht vorkommt. Man hat dann nach 
der Definition des Zeichens A 

AF(x,y,x\y') 
^Fix-\-öx,y-^Sy,af + Saf, y' -\- 8y') — F {x, y, xf, y'% 
oder, da F regulär ist, in den Bezeichnungen des § 2 
AF(x,y,x',y') 
= F^8x -|- FySy + F^.8af + FySy' + [8x, 8y, Sx', Öy% 
Dieser Aasdruck geht in die Variation 8F über, wenn man das 
letzte Glied rechts vemachlässigt, so dass man erhält 
SF=F^dx -\- F^dx' -{- F„8y + FySy'. 
Endlich setze man 



J = ^ F {x, y, x^, y') 



dt, 



wobei man sich nach dem oben Bemerkten auf solche Integrale 
beschränken kann, für welche t — /» positiv ist; dann ergiebt 
sich sofort: 

JJ=^AFdt, 

und da ^Fbei den mehrfach bezeichneten Vernachlässigungen 
in SF übergeht, 

8J=J8Fdt, AJ= SJ^^\8x, 8y,83f,8y%dt. 

Bei der Berechnung der Ausdrücke für ßj», SF, 8J gilt da- 
her die Operationsregel, dass man mit dem Zeichen S operiren 
kann, wie mit dem Zeichen der Differentiation nach einem von 
( unabhängigenParameter; im Besonderen ist das Zeichen 8 mit 
dem der Differentiation und Integration nach t vertauschbar. 

Das wichtigste Beispiel einer Variation der betrachteten 
Art liefert der Fall, dass durch die Gleichungen 

(1) x = ^{T,a, h, ...), y = V i^, o, i, •■■) 

eine Curvenschar definirt wird, welcher die Curve S angehört; 

letztere werde durch die speciellen Gleichungen 
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6 Erster Abaohnitt g 3. 

a: = I (t, oo, 60, ...)- y = Vit, öo, fto. ■■■) 
dargestellt, und die Functionen | (t, a,b, .. .), tj (t a,b,.. .) seien 
regulär an der Stelle (t, o«, ig, ...), wenn t in dem Intervall von 
te bis i, liegt. Als Variation des Bogens S in dem definirten Sinne 
kann dann die durch die Gleichungen (1) dargestellte Gurre 
gelten, wenn r ein Intervall von v^ his Tj durchläuft und die 



tj — (0 = Ä'oi Tj — *i ^ ^^1 ö — Bo = fia, ... 
dem absoluten Betrage nach hinreichend klein sind. Deänirt 
man nämlich c als Function von ( durch die Gleichung: 



- ( i 1 
8ti i, 1 



= 0, 



30 durchläuft r das Intervall von t, bis T3, wenn ( alle Werthe 
zwischen t« und ti annimmt; der Bogen SS ist damit in umkehr- 
bar eindeutiger Weise auf den variirten Bogen (1) oder 
X =:X-\-Sx = i(T,aa-\-Sa,...),y=^y -\- Sy = ij (T,ao-f-öo, ...) 
bezogen. Da nun x — < ein in Bezug auf 8to und 8ti linearer 
Ausdruck ist , dessen Coefficienten sehr einfache reguläre Func- 
tionen von t sind, so hat man 
8x = ^(z-t+t,ao + Sa,...) — i(t,a,„...) = [ff*B,ö(„öa, ...]„ 



8y = [8ta,8tj,8a.,..]„ 
und die Coefficienten dieser Potenzreihen sind ebenfalls zwischen 
tu und (1 reguläre Functionen von t. Die Grössen 8x, 8y haben 
daher die verlangten Eigenschaften, sobald l^^ol, |£^j, |da|, ... 
hinreichend kleine Grössen sind, 

§3- 

Bei weitem die wichtigsten sind diejenigen Integrale J, 
welche allein durch die Ourve 33 und die Integrationsrichtung 
längs derselben bestimmt sind, nicht aber von der speciellen 
Wahl des Parameters t abhängen, d. h. welche, wenn x und j/ 
längs der Curve S auch als Functionen des neuen Parameters s 
dargestellt werden können und die Richtungen wachsender s 
und ( übereinstimmen, die Gleichung 
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g 3. Begriff und Grundregeln der VariatiöOBreohnung. 7 

/ F (X, g, «■ jO dt = (f (x, y,^,^) ds 

ergeben, sobald die oberen Grenzen demselben Punkte des Bogens 
$ zugehören. Diese Gleichung liefert differenzirt das Resultat 

i'(«, j, «-, rt « = J (^, », g, g) äs = f (rr, j,, ^, S;) »■ ,J(, 

wobei s* an jeder einzelnen Stelle der Curve SB einen willkür- 
lichen positiven Werth annehmen kann. Ist also « eine beliebige 
positive Constante, so hat man die Identität 
(2) F{x, y, «a/, a^) = «F{x, y, a/, y") 

und wenn man dieselbe nach af und ^ differenzirt, 
F.. {X, y, ax\ ay') =. F^. (x, y, x!, y'), 
'•'^ Fy (x, y, ax\ af) = F^. (x, y, x', j/). 

Die Gleichung (2) ist charakteristisch für die Functionen, welche 
in Bezug auf x", ^ homogen von der ersten Dimension sind; ist 
x' von Null verschieden, so kann man 

« = ±^ = 1^1 

setzen und erhält dann 

F(x, y, x; rt = i- f (x. », + 1, ± 1^) = «-/ (X, y, p). 

Das Element des Integralst kann, da ät positiv ist, ge- 
schrieben werden 

jP (x, y, x\ y') dt =: F (x, y, dx, dy) = dxf (x, y, p) 
and ist im Allgemeinen nicht durch die Grössen x, y, j>, sondern 
erst durch eins der Systeme 

X, y, dx, dy; x, y, p, dx 
bestimmt, da dx = afdt sowohl positiv, wie negativ sein kann; 
denn im Allgemeinen müssen zwei zusammenliegende, aber ent- 
gegengesetzt gelichtete Linienelemente unterschieden werden; 
die Elemente der Curve werden gewiesermaassen als unendlich 
kleine Vectoren aufgefasst. Der Werth F {x, y, xf, i/) ist, wie 
die Gleichung (2) zeigt, durch das Linienelement selbst noch nicht 
bestimmt, wird es aber z. B., wenn wir die Relation 

ansetzen, die durch passende Wahl des Parameters t an jeder 
einzelnen Stelle zu erzielen ist. Man kann dann setzen 
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x' ^ cos <f, y' = sin ip ; 
dreht sich eine Halbgerade auB der -|- x-Axe heraus in solchem 
Sinne, dass sie nach einer Drehung um 90o in die -f-y-Axe über- 
geht, so hat sie den Winkel <p beschrieben, wenn sie dem be- 
trachteten Element gleichgerichtet worden ist. Die Grösse 
F (x, y, cosip, sinq>) ist daher eine stetige Function der Lage 
nnd Richtung des betrachteten Elementes und offenbar in Bezug 
auf a;, y, rp regulär, wenn F in dem das betrachtete Element 
darstellenden Werthsystem (x, y, a^, y") regulär ist. 

Bei den homogenen Functionen sind nun zwei Fälle zu 
unterscheiden: die Gleichungen (2), (3) bleiben entweder auch 
für negative Werthe von a gültig oder nicht Der erste Fall 
tritt z. B. ein, wenu F eine rationale Function der Argumente 
af, ^ ist; dann gilt dasselbe von / bezüglich des Arguments p. 
Den zweiten Fall liefert z. B. die Annahme: 



F=,\x'^-\-y'\ 
wobei die Quadratwurzel positiv sei. Dann ist F eine im Beeilen 
überall eindeutige Function, da die Zweideutigkeit der Wurzel erst 
bei analytischer Fortsetzung durch das complexe Werthgebiet 
zur Erscheinung kommt; F ist femer überall regulär mit Aus- 
nahme der Stelle 

a^ = y' = 0. 
Dagegen ist 

t / •. F (x, y, sf, «') . n — r — ; 

/ (^. y. J") = ^ ^^ ^' = Vl+i>* 

keine eindeutige Function von p, sondern die Quadratwurzel hat 
das Zeichen der Grösse af, und man hat für negative « nicht die 
Gleichungen (2), (3), sondern 

F (X, y, «a/, «j/') = -<kF (x, y, ^, y'), 
JV (X, y, «a/, aif) = - F,. {x, y, al, y'). 
In anderen Fallen besteht nicht diese, sondern eine complicir- 
tere Gleichung zwischen F (x, y, ccx", txif) nnd F (x, y, ar', y), 
z. B. wenn 

hat man für «<;0 

F ix, y, ax\ ay') + «F (a;, y, a/, y') = 2 txyx'. 
In den beiden unterschiedenen Fällen zeigt das Integral 
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§3. Begriff und Grundregeln der Variationsrechnnng. 9 

J,i = ^ F (x, y, a/, y') dt 

verschiedenes Verbalten bei Umkebrung der Integration Bricbtung. 
Im ersten Falle bat man 

-Fix, y, -xf, -T/) = F{x, y, x\ y'); 
das Differential dJ^Fdt hat also für zwei Bogenelemente, 
welche der Lage nach zusammenfallen, aber entgegengesetzt ge- 
richtet sind, entgegengesetzte Werthe. Setzt man also 

— t ^ s, So = — *o. h = ■— 'i- 
so dass So;>s„ so hat man 

Im zweiten Falle braucht diese Beziehung nicht stattzufinden. 
Z. B. hat man fiir das Längenintegral 

/d, = + Ji«; ^(3;, y, af, y') dt = F (x, y, —x\ —y") dt. 
Bei anderen zu diesem Falle gehörigen Integralen J" kann der Zu- 
sammenhang zwischen J„i und J^^ compUcirter sein. Die Unter- 
scheidung dieser beiden Fälle ist bei den der Variationsrechnung 
zugänglichen Extremumsaufgaben sehr wichtig. 

Die definirte Bedeutung des mit zwei Suf&xen behafteten 
Zeichens J wollen wir festhalten, auch wenn zwischen anderen 
Punkten als und 1 integrirt wird, z. B. 

Jt, = (f {X, y, x-, y") dt; 

auch werden wir die Integrationsgrenzen oft nur durch die 
Zeichen der Punkte, zwischen denen integrirt wird, bezeichnen, 
z. B. 

J^^ = ^Fdt, 

da numerische Werthe der Integrationsgrenzen nur in Beispielen 

Torkommen , 



by Google 



Nacli § 2 gilt die Formel 

integrirt man die letzten Glieder theilweiae, so ei^ebt aich 

(4) aJo, = F^Sx + FySy [ + f d* {'PSx + QSy), 

wobei gesetzt ist 

P = -fx — -F;-, Q = F^ — F^. 
Diese Grössen enthalten a^\ y"; damit unter dem Integralzeichen 
der Formel (4) keine die Integration gefährdenden Singulari- 
täten auftreten, setzen wir von jetzt an voraus, dass auch a/', y" 
längs des Bogens S stetige Functionen von t seien. 

Differenzirt man ferner die Gleichung (2) nach « und berück- 
sichtigt die Beziehungen (3), so folgt 

F^x'F.. + !i'F,, 
also, wenn man nach t differenzirt, 

F = ^'F^ + y"F^ + x'F:, + y-^^. 
Andererseits ist offenbar 

F = F,af-^ Fy^ + F^.af + Fy.r; 
subtrahirt man diese Gleichung von der vorigen, so ergiebt sich 
die Identität 

(5) Pa/ + gy = 

und man kann den obigen Ausdruck ÖJ^i in folgende Formen 
setzen : 

Ä^oi =F^.Sx + FfSy\ + \dt.Q{Sy—pSx) 

(6) '" , « 

= F^8x -\- F„.SyY -\-^dt.P iSx — q8y). 

Erstes Beispiel. Die Variation der Bogenlänge zu be- 
stimmen. 

Die Länge des Bogens $ wird durch die mit positiver 
Quadratwurzel gebildete Formel 
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§ 4. Begriff und Grundregeln der Variationsrechnung. 
gegeben; man hat daher 






=^i^±^''-j-[-Ä(v^ 




Ist nun der positive Drebungssinn derjenige, in welchem 
eine Halbgerade bei einer Drehung um 90" aus der -|-x-Axe in 
die -|-^-Axe übergeht, und d der Winkel, um welchen eine Halb- 
gerade im positiven Sinne gedreht werden muss, um aus der 
-{-x-AxB in die BewegUDgsricbtung eines die Gurve Ol von 
nach 1 hin durchlaufenden Punktes zu gelangen, so hat man 

co80== , ^' sin6 = -, -^ ; 

mit dieser Bezeichnung kann die obige Formel geschrieben werden 
SJ„ =Sxcose + Sy sinsl' — f da Isx cosU + |) 



+ «!,si«(e + |)]- 



Der Factor von dfl, welcher Sn heisse, ist die Componente des vom 
Punkte (;r,y) zum Punkte {x-\-8x, y-\-S'y) weisenden Vectors nach 
derjenigen Normale derCurve, welche gegen die im Sinne wachsen- 
der * gerichtete Tangente um 90" im positiven Sinne gedreht 
ist; anter dem Substitutionszeichen steht die Componente jenes 
Vectors nach der bezeichneten Richtung der Tangente. Hat dö 
ein festes Vorzeichen, z. B. das positive, so liegt die concave 
Seite der Curve nach der definirten Kicbtung der Normale hin; 
hat man daher 

Sx\'> = 8x\^ = 6y\'> = Syy = (i 
und ist 8n von festem Vorzeichen, so hat ÄJö, das diesem ent- 
gegengesetzte Zeichen. Letzteres ist also positiv oder negativ, 
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12 Erster AbBChnitt. § 5, 

je nachdem SB" ganz auf der convexen oder auf der concaven 
Seite von 33 verläuft Nur weun dd ^ 0, die Curve 8 also eine 
Gerade ist, verschwindet SJ stets. 

Zweites Beispiel. Das Integral 

J z= {ydx = iyx^dt 

stellt die iläche dar, welche von der Ordinate eines den Bogen 
Ol durchlaufenden Punktes überstrichen wird, wenn jedes Ele- 
ment dieser Flache mit dem Vorzeichen von ydx in Anrechnung 
gebracht wird. Hat man eine geschlossene Linie, längs deren 
die Richtung wachsender t zur inneren •Normale so liegt, wie die 
-j-y-Axe zur -|-j;-Axe, so stellt das Integral den positiv ge- 
nommenen Inhalt der umschlossenen Fläche dar. Dabei ist 

SJ=j(a/Sy + y^'jdt, 

= ySx\'^-\-^(x'Sy-i/dx)dt 

= yöx -|- l {dxSy — dySx) 

oder, wenn ds das Bogenelement ist, 

6J:= ySxl -\- \ ds6n, 

woran eine ähnliche Discussion wie im vorigen Beispiel geknüpft, 
werden kann. Von den Fällen des § 3 liegt hier offenbar der 
erste vor. 

§ &• 
Will man die Integrale J ohne Benutzung des Parameters 
t allein durch die Grössen x, y und ihre Differentiale ausdrücken, 
so hat man von der Gleichung 

F (x, y, ic', y) = y/ [x, y, ^'^ = x^f (x, y, p) 

als Dehnition der Function / auszugehen. Diese ist, wie wir 
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zeigen wollen, an irgend einer Stelle (x, y,po) regulär, wenn d&a- 
selbe von F für die Stelle (3;, y, x'„, yj,) gilt, a^J, von Null ver- 
schieden ist und 

^• = 1 

gesetzt wird. Definirt man dann neue Variable durch die 
Gleichungen 

a/ =; r cos y, y' = r sin ip, x'^ = r^ cos <pg, y), ^ ro sin qo^, 
so kann man entwickeln 

x' — a^o = (r — To -\- Tq) cos i<p — »Po -\- <po) — n "os <po 
= [»■ — n, 9= — Voln 
und erhält eben solchen Ausdruck für y — y'^; da nun nach 
Voraussetzung, wenn x,y als constant angesehen werden, eine 
Gleichung 

F (X, y, *-, y-) = [a;- - af„ y - y'„\ 
besteht, so hat man auch 

Diese Grösse hängt ebenso wie p von r nicht ab, es folgt also 

/ (^. y, i") = [«p - Vo]o- 

Andererseits kann man, da p^ eine endliche Grösse ist, die 
Gleichung 

j) — j,(, = (5 (9 — y» + "Po) - iif 9o = '^cös^^l + [V - Voll 
nach tp — 9)0 auflösen, und erhält 

9» — Vo = [p — Poli; 
somit ergiebt sich 

/ (a;, y, i») = [i> — P«]»- 
Da nun / von x, y ebenso wie F abhängt, so ist hiermit die Be- 
hauptung bewiesen. 

Hieraus folgt, daas man an jeder Stelle des Bogens 9, in 
welcher a/ nicht verschwindet, entwickeln kann 
^f (^. y. P) =f^Sx +/„öa + AÄP + [Sx, dy, Äp], 

= f.Sx -^fySy -j-fpöp + [Sx, äy, 8jf, Sy% 
and dass 

«/ = /.«!+/,«;, +/,äj, 
eine bestimmte Grosse ist; wenn daher a/ längs des Bogens 23 
nieht verschwindet, kann man das Integral J in die Form 
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J„ = |C 



setzen und erhält 

Die Operationen mit dieser und ähnlichen Fonneln werden durch 
folgende allgemeine BezeichnungBweise erleichtert. Sind u, v 
irgend welche zwiscben ^ und ti stetige und differenzirbare Func- 
tionen von (, BO Bei die Gleichung 

(8) Jud« = Juw'di, 

die Definition ihrer linken Seite auch dann, wenn v nicht für 
die ganze Strecke Ol als unabhängige Variable eingeführt werden 
kann; die Gleichung [tir die partielle Integration wird dann 



v,dv = 



- I vdit. 



In dieser Bezeichnung gelten die Formeln 

J^^fdx, SJ=^{dx8f+fdSx\ 

welch letztere die Formel (7) umfasst, auch für einen Bogen, 
auf welchem xf und damit dx das Vorzeichen wechselt, und Ter- 
sagen nur an den Stellen, für welche a^ verschwindet In diesen 
Ausnahm estellen ist/ nicht definirt und mnss die analog gebildete 
Function 

F {x, y, ar*, «') -r / x'\ y, 

y- -/('^'y'7)=/(^'g-g) , 

herangezogen werden; für sie bestehen die Gleichungen; 

J=j7-dy, SJ = j{dydJ-\-fdSy), 
deren letztere nach der Definition (8) die genaue Bedeutung 



SJ^l(yTf+f^),t 



hat. Die erhaltenen Ausdrücke für SJ zeigen, dass das Zeichen 
8 mit d und dem Zeichen der Integration, wenn man von der 
Definition (8) ausgeht, vertauschbar ist, z. B. 
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§ 5. Begriff nud Grundregeln der Variationareohnung. 15 

dSx = ^~-dt = Öaf.dt = S{3^dt) = Säx. 

Dagegen ist S mit dem Zeichen der Differentiation nach x im 
Allgemeinen nicht vertauschbar, da offenbar 



(Ä) = '^ = ^--^^ 



nur wenn äx identisch verschwindet, hat man 

*g = ^*^- 

Um nun / und / in die Formeln des % 4 einzuführen, diffe- 
renzire man die Identität 

F= «'/(», !,,^) = y7(,,,,^); 
dann ergieht sich 

F. = tr'/,, F, = if„ F^=T,^f- y/,, Ji. =/, =/ - ,7„ 
und hieraus folgt 

p=^(7.-f),«=</.-B/.-S=-(^-g> 

aUo nach (4), (6) 

W.. = (/-J>A)««+A«!/|; + |^«(A-§|)(''»-1>««) 

= 7,ä^ + (/-5ßä!,|^ + j<ij,(j. - S) (ä»_ jäj,). 

Die hier auftretende Grösse 

Äijy = äy — f^x 
hat eine leicht angebbare Bedeutung. Ist nämlich sd von Null 
verschieden und sind die Variationen hinreichend klein, so de- 
finiren in der Umgebung der betrachteten Stelle beide Curven S9 
und S" die Grösse y als eindeutige Function von x, welche eine 
stetige Ableitung besitzt, so dass man setzen kann 
y = 9) (iF), y + «y = «P (« + 8x). 
Vemachlässigt man alle Grössen, die gegen ^x verschwinden, 
so hat man 
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Erster Abschnitt. 



§5. 



^(x-^dx) = y-\- pSx = 9(x-^dx) — Sy + pdx, 
äoy = Sy —p8x = ^ {x + Sx) ~ (p {x -\- Sx). 
Die Grösse S(,y misst also in der Richtung der y-Axe den Ab- 
stand der Curven 33 and SB"; man nennt ste bisweilen die ab- 
gestumpfte (tronquee) Variation von y. Setzt man allgemein 

* s.. ^^ 



m findet man 

dx 
oder 



dx 



Öx, 



ISu du dSx d'M , ^ /du\ d^u , 

dx dx dx dx^ \dx) dx^ 



" \dx/ dx 



DaB Zeichen Sq iBt also mit dem der Differentiatioa nach x 
yertauschbar. Ist längs des Bogens 9} überall a/ von Null ver- 
schieden, so kann man x =t t setzen und die Operation dg ist 
mit S identisch, da dx ^ 6t ^ 0. 

Erstes Beispiel des § 4. Man hat offenbar 

Joi = f dx fTTp' ^ j dy fT+J', f= VM^S 

wobei die Quadratwurzeln das Zeichen des neben ihnen stehen- 
den Differentials haben. Operjren wir an der ersten Formel mit 
dem Zeichen S nach der obigen Regel, so erhalten wir 



ÖX, 



Nun ist nach { 
also 



p^ + dxäil^p>) 




_ddy 



= f { ^^^ _i_ pd^y_ \ 
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§6. Begriff und Grundregeln der Variationsreclinung. 17 
und wenn man partiell integrirt: 

dj.. =^J^+JM^\'Jh.ä(^LJ)+sya(^l-)] 

yi_|_j,s yi_|_j,5|B j \yl-(-p»/ 

was natürlich mit dem in § 4 erhaltenen Resaltat übereinstimmt 



Die durchgeführten allgemeinen Entwickelungen können ohne 
Schwierigkeit auf den Fall ausgedehnt werden, dass anstatt 
einer ebenen Curve eine einfache Mannigfaltigkeit im Gebiete 
beliebig vieler Variablen x, y, 2, ..., w betrachtet wird; eine 
solche sei dadurch definirt, dass alle diese Grössen stetigen 
Functionen eines Parameters t gleichgesetzt werden, deren erste 
und zweite Ableitungen ebenfalls stetig sind. Der Begriff der 
Variation überträgt sich unmittelbar, indem man den Grössen 
X -\- äx, y +^^1 ^ -\- ^■^i ■•- *^8 Functionen von t dieselben 
Stetigkeitseigenschaften beilegt, wie den Grössen x,y, z, ... selbst, 
und man hat 

SF {x, y,s, .. ., V), af, y\ . . ., w*) 

= F^Sx + F^ix' + FySy + F^öy' -\ f- F^S«/. 

Setzt man femer 

P—F^ — F^f, Q = Fy-~Fy., B. = F, — F-^,..^ 
so erhält die Formel (4) des § 4 die erweiterte Form 



8J=S\ 



Fdt 



=F^Sx-\-Fy.dy-\ \-F„.äw\'^^{dt(Föx-\-QSy-{-BS2-\-...) 

und es gilt die genaue Gleichung 

^J= dj^jdt [Sx, dx', 6y, Sy', ..^ Sw%, 

wenn ^ den Zuwachs beim Uebergange von der einfachen Mannig- 
faltigkeit (x,y,e, ...) zu der variirten (a;-|-dx,y + Äy, ..., iv-{-8w) 
bedeutet. 

Kd«ibt, VaitaUocarechnang. 3 
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16 Ertter Abschnitt. g 6. 

Der wichtigste Fall ist aach hier der, dass mau setzen kann 
F (x, y, ..,, w, af, t/, ..., w') dt ^f {x, y, ••-, w, i), fi, .■-, ra) dx, 
wobei sf von Null Tersdiieden nnd 

dy y^ , dz 2' dw vf 

^~dx~'ö^' ^~dx~¥''"' '^~~di~7 
gesetzt sei. Man erhält dann genau wie in § 5 

?«■ + e,' + ... = 0, 

«J=F,ä» + r^«j + ...[' 

+ J Äa; {«(«j - ijJa;) + SiSi — iSx) + ■■.]; 

{uhrt maa noch die Bezeichnangen 

S^y = 6y — ijffa:, 6^,3 = 6e — %Sx,..^ datv^Sw — foSx 
eiD, 80 kann die letzte GleiclinDg gesclirieben werden 



+ ({««oy + -B^'S4----) ä^- 



Drittes Beispiel. Es sei die Variation des einen Para- 
meter c enthaltenden Integrals 



J =: j F (x, y, af, ^, c) 



dt 



zu bilden, indem man c durch c -\- 8 c ersetzt. Man kann o als 
Function von t ansehen, für welche 

fV = 0, «' = 4^ = 0; 

dt 

wendet man die obige Formel an, indem man e = c setzt, so 
erhält man 



3 J= F^Sx + FySyY + \ dt (P8x + QSy) -j- Sc { F, dt. 

Viertes Beispiel. Die Bogenlänge einer Raumcurve Ol 
hat den Aasdruck 

J=jdt y a;'a + y'»-j-/i = J \ dx* -\- dy" -\- de», 
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§ 6. Begriff und Grundregeln der VBriationBreohnung. 19 

in welchem die Quadratwurzel positiv zu nehmeii ist. Operirt 
man mit dem Zeichen S wie mit einem Differentialzeicheu und 
setzt 

30 ergiebt sich 



Nun ist die positive Grösse 

der Contingenzwinkel und 

sind die Richtungscosinoe der Hauptnormale in der Richtung 
nach dem Krümmungscentrum hin; ist also an die nach dieser 
Richtung genommene Componente des vom Punkte (x, y, z) zum 
Punkte {x + Sx, y -\- Sy, s -|- 8g) weisenden Vectors, so folgt 

dx , 



SJ = 



1 ^ lo J 



Haben daher die nrsprüDgliche und die variirte Gurre dieselben 
Endpunkte, und Sn ein festes Vorzeichen, so hat dj das diesem 
entgegengesetzte Vorzeichen. Nur wenn überall dd = 0, d. h. 
die Cuire gerade ist, kann S/ nicht auf diese Weise verschiedene 
Vorzeichen erhalten. 
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Zweiter Abschnitt. 

Die einfachste der Variationsrechnung zugängliche 
Extremumsaufgabe. 



. 8 '■ 

Wie die Aufgabe, den groasten oder kleinsten Werth einer 
gegebenen Function zu finden, einen starken Antrieb zur Aus- 
bildung der Differentialrechnung gegeben hat, so verdankt die 
Variationsrechnung einer analogen Atdgabe des Maümams oder 
Minimums, des Eztremums, wie wir sagen wollen, ihre Ent- 
stehung. Eine Grösse, deren Werth durch einen yerfiigbaren 
functionalen Zusammenhang (§ 1) bestimmt wird, z. B, ein Inte- 
gral J von der betrachteten Form, sei durch passende Wahl 
jenes Zusammenhanges, also der Curve S oder ihrer Verall- 
gemeinerung in einer höheren Mannigfaltigkeit, zu einem Extre- 
mum zu machen, in dem Sinne, dass sie, mit der Curve % ge- 
bildet, stets einen grösseren oder stets einen kleineren Werth 
erhält, als wenn man die Curve SB durch eine benachbarte %" ersetzt. 
Dabei können der gesuchten Curve Beschränkungen verschiedener 
Art auferlegt sein. Im Falle des Maximums muss bei der ein- 
geführien Bezeichnung stets die Ungleichung 
J>J+JJ, ^J<0 
bestehen, während das Minimum erfordert, dass JJ stets positiv 
sei. Der Dienst, den die Variationsrechnung leistet, beruht zu- 
nächst darauf, dass man aus dem Vorzeichen der Grösse SJ auf 
das der Grösse ^J schliessen kann, sobald die Curven S9 und 33" 
hinreichend wenig von einander abweichen; ist 8J von Null 
verschieden, so wird sich zeigen, dass im Allgemeinen ^J sowohl 
positiv wie negativ werden kann, ein Extremum also ausgeschlossen 
ist; man erhält so die Gleichung 

SJ=0 
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§ 7. NothweDdige Bedingungen des EztremumB. 21 

als nothwendige Bedingung des Extremums, ganz ähnlich, wie bei 
den Extremumsaufgaben der Differentialrechnung das Differential 
der untersuchten Function gleich Null gesetzt wird. 

Auf den Zusammenhang zwischen den Vorzeichen von SJ 
und ^J" führt folgende allgemeine Bemerkung. Eine reelle Fotenz- 
reihe irgend welcher Argumente e^, £„ ..., welche diese auch in 
linearen Gliedern enthält und zugleich mit allen Argumenten 
verschwindet, kann positiv und negativ werden, wenn die abso- 
luten Beträge der Großen e unterhalb einer beliebig kleinen 
positiven Constante verbleiben. LÄsst man nämlich alle Argu- 
mente bis auf eins, welches linear vorkommt, verschwinden, und 
ist z. B. £, das nicht verschwindende Argument, so reducirt sich 
die Potenzreihe auf die Form 

»«. + [«■]. = «>(« + [«.!), 

wobei a von Null verschieden ist. Die Hammer auf der rechten 
Seite hat, da [«i]i mit e, zugleich unendlich abnimmt, das Vor- 
zeichen der Grösse a, sobald jf^j hinreichend klein geworden 
ist; alsdann hat die ganze rechte Seite das Vorzeichen von o«|, 
kann also sowohl positiv wie negativ werden. 

Sind femer die Grössen c, deren Anzahl »i sei, den n 
Gleichungen 

'■^* (a-1,2 «) 

unterworfen, wobei m > » und eine aus dem Schema der tnn 
Grössen a gebildete Determinante, z. B. 

von Null verschieden sei, so kann eine Potenzreihe 

f = b,s, + b,e, H h Kb„ + [6n 8„ ...],: 

durch die Grossen s„ + i, £» + a, ■-■, «„ allein ausgedrückt werden, 
und die linearen Glieder sind dieselben, wie wenn die Glieder 
zweiter und höherer Dimension nicht vorhanden wären. Die 
linearen Glieder der umgeformten Reihe ^ verschwinden also 
dann und nur dann, wenn aus den Gleichungen 

«alMi + «08«» + ■■• + «iimUni = 

immer die Gleichung 

&i«i + ia«j -I h 6mM» = 



by Google 



22 Zweiter Abschnitt. § 8. 

folgt, d. h. wenn alle Determioautea (« -|- 1)*" Ordnung der 
Matrix 

verBchwinden. Nnr in dleeem Falle kann $, nach dem soeben 
erhaltenen Resultate, ein festes Vorzeichen haben für alle Grössen 
£, die den Bedingungen (9) unterworfen sind und dem absoluten 
Betrage nach unter einer gewissen positiven Conetante liegen. 
Im Falle tn := 2, » =: 1 z. B. kann ^ immer dann für beliebig 
kleine Werthe von |Sj| und |e,| sowohl positiv wie negativ werden, 
wenn nicht die Gleichung 

\ Ol 0] 



Es sei zunächst die Aufgabe gestellt, eine ebene Curve Ol 
zwischen den gegebenen Punkten und 1 so zu ziehen, dass das 
längs derselben gebildete Integral 

in welchem / eine gegebene Function ist, ein Extremum werde. 
Wir nähern uns der Lösung dieser Angabe schrittweise, indem 
wir zunächst fragen: welche Eigenschaften muss eine Curve Ol 
von den für den Bogen !6 in §§ 2 und 4 vorausgesetzten Stetig- 
keitseigenschaften haben, damit das bezeichnete Extremum mög- 
lich sei? Wir vergleichen die Curve Ol mit einer zwischen 
denselben Endpunkten verlaufenden Curve 'iB" von denselben 
Stetigkeitseigenachaften, welche von dem Punkte (x-i-Sx, y-\-Sy) 
durchlaufen wird und dem Integral f / (x, y, p) dx den Werth 
J •{• jJJ giebt; dann ist nach § 2 

(10) ^J=dJ-\- j dt [Sx, Sy, Sx', Sy% 

Betrachten wir nun noch, wenn e eine beliebig kleine Gonstante 
bedeutet', die Curve, welche vom Punkte (a; + sSx, y + ^Sy) 
durchlaufen wird, und dem betrachteten Integral den Werth 
J -\- J,J gebe, so kann auch diese Curve für SS" genommen 
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werden, and man hat 

J,J = sSJ ^ [b]^. 
Ist also SJ von Null Terschieden, bo kann diese Grösse für be- 
liebig kleine Werthe von |£| nacb § 7 sowohl positiv wie negativ 
werden, es giebt dann der Curve Ol beliebig nahe liegende 
Gurren mit denselben StetigkeitseigenBchaften und Endpunkten, 
welche das Integral J sowohl grosser wie auch kleiner machen, 
als die ursprüngliche Curve Ol. Als nothwendige Bedingung des 
Extremums ergiebt sich also 
(U) SJ=0, 

wobei äx, Sy, Ss^, 8if nur innerhalb solcher Grenzen zu liegen 
brauchen, dass die Potenzreihe in der Formel (10) convergirt 
Angewandt auf das erste Beispiel des § 4, lehrt dieses Resultat, 
dass die kürzeste Linie zwischen zwei Punkten, wenn sie die 
Eigenschaften des Bogens $ haben soll, keine andere als die 
Gerade sein kann. 

Allgemein sei nun 2 3 eine Strecke des Bogens % und es 
sei längs dieser Strecke 

Sx = 0, 3y = s(t — t^y (tt — t)\ 
ausserhalb derselben aber überall 

dx^Sy = 0. 
Dann sind Sx und Öy längs des ganzen Intervalls von fo bis t, 
nebst ihren Ableitungen bis zur zweiten Ordnung stetig; der 
varürte Bogen £B° hat also die Stetigkeitseigenschafteu von S. 
Ist femer e eine hinreichend kleine Gonstante, so ist die Formel 
(10) anwendbar; da nach § 4 

ÄJjj = F^-8x-i- FySy\^-^~ {dtQSy, 

also, da. 8x und Sy sm den Stellen 2, 3 verschwinden, 

8Jti = jdtQSy= E^ dt.Q{t-t^y(ta — ty 

gesetzt werden kann, und offenbar die Gleichung 

SJ^8Joi = äJi3 
besteht, so ergiebt die Gleichung (11) 

(12) ]dt. Q(t — (j)> ((3 — 0' = 0- 
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Nun ist Q = Fy — i^. bei den eingefülirteD VoraoBsetzungeD 
eine stetige Function von t längB des ßogens 1 ; wenn also Q 
nicht überall verscbwindet, so kann das Intervall 23 so gewählt 
werden^ dasB in seinem Inneren die Grosse Q stets ein festes 
Vorzeichen besitzt und nicht verschwindet. Dann ist aber die 
linke Seite der Gleichung (12) sicher von Null verschieden, da 
t — ti und ^ — ^ im Inneren des bezeichneten Intervalle positiv 
sind. Die Gleichung (12) ergiebt also, dass 

« = o; 

ebenso folgt aus einer analogen Entwickelung die Gleichung 

P = 0, 
welche sich aus der vorigen vermöge der Identität (5) des § 4 
ergiebt, wenn a/ von Null verschieden ist. Gilt dies auch von y', 
so kann man nach § 5 beide Gleichungen durch die von t freien, 
mit einander gleichwertbigen üiEferentialgleichungen 

■"' dx ■' dy 

ersetzen, welche im Allgemeinen von der zweiten Ordnung sind. 

Eine den Gleichungen P ::= Q = genügende ebene Curve 
nennen wir eine Extremale des Integrals J; es ist dann be- 
vriesen, dass ein Bogen Ol mit den Eigenschaften der Curve S 
das Integral J nur dann zu einem Eztremum machen kann im 
Vergleich zu allen hinreichend nahe liegenden Curven von den- 
selben Endpunkten und Stetigkeitseigenschaften, wenn Ol ein 
Stück einer Eztremale ist Die Eigenschaft einer Carve, Extre- 
male zu sein, ist, wie die in § 5 für P und Q gegebenen Aus- 
drücke lehren, von der Wahl des Parameters t unabbängig. 

Ein erstes Integral der erhaltenen Differentialgleichung kann 
in zwei Fallen sofort angegeben werden. Ist / von y frei, so 
bat man 

^ = 0, /„ = const.\ 
ist /, mithin auch F von x frei, so hat man 

jy. = 0, F^=f — pf^ = const. 

Diese Integrale werden in den meisten der bis jetzt unter- 
suchten Beispiele benutzt; sie führen, da sie ausser dem Diffe- 
rentialquotienten nur eine der Grossen x, y enthalten, vermittelst 
einer Quadratur zur allgemeinen endlichen Gleichung der Extre- 
malen. 
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Die Integrationaconstanten sollen fortan immer durcii a, b, 

.. bezeichnet werden. 



Aufgabe I. In der Ebene die kürzeste Linie zwischen zwei 
gegebenen Punkten zu finden. 

Man bat 

J = j Y^^TY' dt; 
da F Tön x und y frei ist, hat man die ersten Integrale 

F^ := ■ , = = cans^.^ Fy ^= eonst^ 

also p ^ eonst.; die Extremalen sind Gerade. 

Aufgabe II. Zwischen zwei gegebenen Funkten in der 
Ebene eine Curve zu ziehen, welche, um eine gegebene Axe ge- 
dreht, die kleinste Rotationsdache erzeugt. 

Die Rotationsaxe sei die :r-Axe; ist ds ein Bogenelement der 
gesuchten Linie, so erzeugt dasselbe ein von zwei Kreisen be- 
grenztes Eletnent der Rotationsfiäche, dessen Oberfläche iityds 
ist. Man bat also das Integral 

J= J yds=j j/ Vi + i>> dx = j y ^x'»-\-y'^ dt 

zu einem Minimum zu machen. Der Integrand ist von x frei; 
für die Estremalen gilt somit die erste Integralgleichung 

f — pfp = c 



Vi-fi>^ 



w 



wobei die Quadratwurzel das Vorzeichen von p hat; hieraus 
folgt: 

D,„ii.db, Google 



Geht man zum reciproken Werth beider Seiten dieser Gleichung 
über, so erhält man 

Die Extremalen sind also Kettenlinien mit der x-ks.e als Basis. 

Aufgabe ItL Eine Curve von gegebener Länge zu ziehen, 
welche von einem gegebenen Punkte ausgeht, auf einer festen, 
durch diesen gebenden Geraden endigt, ohne dass die Läge des 
Endpunktes Torgeachrieben wäre, und welche mit der Geraden 
einen mögliebst grossen Flächenraum einschliesst 

Es seien für den Augenbbck u, y rechtwinkelige Coordinaten, 
X sei die Ton aus gemessene Länge der gesuchten Curve, j/=0 
die feste Gerade, l die Torgescbriebene Bogenlänge. Sind x, y 
rechtwinkelige Coordinaten in einer zweiten Ebene, bo entspricht 
einem Bogen SB in der ersten Ebene ein ebensolcher $' in der 
zweiten Ebene. Letzterer ist so zu wählen, dass das Integral 

J=\ydv. 
ein Eztremnm wird. Nun ist offenbar 

<-) (£)" = '-(Ä)' = '-^-. 

man kann also setzen 

J = \ y yi — pH dx. 

Von 33' sind in der zweiten Ebene die Endpunkte gegeben; 
denn dem Punkte entspricht das Werthsystem x t= Q, y := 0; 
dem Endpimkte des Bogens S das System x ^= l, y ■= Q; in der 
zweiten Ebene hat man also eine Extremumsaul'gabe der bis- 
her betrachteten Art zu lösen. 

Der Integrand von J in der neuen Form ist nun von x frei; 
man hat also das erste Integral 

Fx' =-f — pfp = ernst.. 
und, da 

f = y 

ergiebt sich 



Hieraus schliesst man leicht 
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ady . X 4- b 

dx = - , ^ , V ^ osiM — ! — ; 
Va» - !/^ « 

d. h. in der zweiten Ebene sind die Extremalen Sinualinien. 
Weiter ergiebt die Gleichung (13) 

c + 6 , x-^-h 






j,a _|_ („ _ c)a = o«. 

In der ersten Ebene erhalt man somit als Gurren ig, welche 
möglicherweiee das gesuchte Extremum liefern, die Halbkreise, 
deren Mittelpunkte auf der festen Geraden ^ = liegen. 

Aufgabe IV. Einen Botationskörper von gegebener Ober- 
fläche und grÖBstmöglichem Volumen zu construiren, dessen Ober- 
fläche der Rotationsaxe genau zweimal begegnet. 

Sind u, y rechtwinkelige Coordinaten in der Meridianebene, 
y ^ die Botationsaxe, so hat man auf dieser die Punkte 0, 1 
so zu bestimmen, dass das Integral 

j y i dy^ + duä 

einen rorgescbriebenen Werth a hat, und 

J ^ \ y^du 

ein Extremum wird. Wir setzen 

indem bis zu einem veränderlichen Punkte des Bogens Ol inte- 
grirt wird; dann hat man 



(U) 



'-\''ih^'">'-^=%- 



Deutet man wieder x und y als rechtwinkelige Coordinaten in 
einer zweiten Ebene, so entsprechen den Punkten und 1 der 
ersten die Punkte 
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28 Zveiter Abscbnitt. §9. 

X ^ y = 0, X =: <i>, y = 0, 
welche gegeben sind. In der zweiten Ebene ist also zwischen 
gegebenen Funkten die Curve zu tinden, welche das transformirte 
Integral J za einem Extremnm macht. Da der Integrand toü 
X frei ist, findet man sofort die Integralgleichung 



/Vi — i>»!/^ + 



_rr_ 






"v-r 



-^=V>-(i)' 



Die Extremalen in der zweiten Ebene sind also gewisse, leicht 
zu charakterisirende Ellipsen. Für diejenigen, welche dnrcb den 
Punkt X =: jf ^ gehen, erhält man 6» = 1. Da nnn offenbar 
9/1 x\dx_ 2ydy 

und y im Punkte x := y ^0 mit x wächst, so folgt 6 ^ -f- 1. 
Nach (14) hat man ferner 



1 - 



; = y (da' + (ij/«), ' ' = ad- 



©" 



VMIT^ 



+ 6- 



Diese Gleichung stellt einen Kreis dar, dessen Centrum auf der 
Rotationsaxe liegt. Der gesuchte Körper kann daher, wenn er 
überhaupt existirt , und sein Meridian die Eigenschaften des 
Bogens $ hat, nur die Engel sein. 

Aufgabe V. Aus einem gegebenen Quantum homogener, 
nach dem Newton'schen Gesetze anziehender Materie einen Ro- 
tationskörper zu bilden, der auf einen Punkt, in welchem seine 
Oberfläche und Axe sich schneiden, eine möglichst grosse An- 
ziehung ausübt 

Sind 0, qs aaf der Erdkugel der angulare Abstand vom 
Nordpol und die geographische Länge, so ist das Oberflächen- 
element einer mit der Erde concentrischen Kugel vom Radius r 
bekanntlich 

r^sinddßd^, 
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§ 9. Kothwendige Bedingungen des Extremnms. 29 

das Volnmenelement 

r'drsinddddqi; 
das Volumen eines unendlich dünnen Kegels mit der Spitze r ^ 
ist alao ^r^sinddddip. Lässt man daher d constant und integrirt 
nach (p TOD bis 2x, so erhält man ^nr^sinßdd als Volumen 
des von zwei coaxialeu benachbarten Kegeln 6 = const. begrenz- 
ten Kaumes v. Die Newton'scbe Anziehung des Volumen- 
elementes auf den Punkt r ^ ist, wenn die Dichtigkeit Eins 
ist, drsinOdOdtp, ihre Componente nach der Aze 6 = also 
drsindcosOdOdip. Die nach eben dieser ßicbtung genommene 
Compooente der Anziehung des Raumes v ist daher 



f \ drsindcosOdOdip = 2nrsint 



Nun gehe der Meridian der gesuchten Rotationsfläche im 
Punkte r ^ von der Axe 6 = aus, und r ^ sei auch der 
Punkt, in welchem wir die Anziehung möglichst gross zu machen 
Buchen. Durchläuft ein Punkt den Meridian von seinem zweiten 
Schnittpunkte mit der Axe bis zum Punkte r ^= hin , so gehe 
6 von bis Öo- Dann ist das längs des Meridians gebildete 
Integral 



: I rsi 



zu einem Eztremum zu machen, während der Werth 



J »-3 sitt Ö d 



gegeben ist. um diese Aufgabe auf den unseren Methoden zu- 
gänglichen Typus zu bringen, setzen wir 

6 

[r^sinddO ^= y, cosB ^= x, cosdo = x„, 

dann hat man 

und in der xy-Eheae wird eine Curve gesucht, deren Endpunkte, 
den Werthen Ö = und 0^=0^^ entsprechend, die Coordi- 
aaten 

a; ^ 0, y ^ 0, x ^ x,}, y ^ (o 
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30 Zweiter Absoliuitt. § 10. 

haben , also gegeben Bind, wenn über 6^ eine bestimmte Ver- 
fügung getroffen wird. 

Als Eztremalen dieser Aufgabe 

S^Ypa:dx = 
erhält man ohne Weiteres die Ourven 

aus der letzten Gleichung ergiebt sich 

womit der Meridian der gesuchten Rotationsääche , welcher den 
Extremalen der :x^-Ebene entspricht, in Polarcoordinaten aus- 
gedrückt ist 

§ 10. 

Allgemeiner als die bisher behandelte ist die Aufgabe, 
anter allen ebenen Gurren Ol, deren Endpunktscoordinaten den 
Gleichungen 

(15) 5a(a%. ä/o. «11 l'i) = 

unterworfen sind, diejenige zu finden, welche das Integral J zu 
einem Extremum macht Die Zahl dieser Gleichungen wird, 
wenn wir nicht auf die frühere Aufgabe zurückkommen wollen, 
nicht grösser als drei sein dürfen; der wichtigste Specialfall ist 
der, dass x^ und y^ gegeben sind, zwischen % und y^ aber eine 
gegebene Gleichung besteht. Geometrisch gesprochen, liegt dann 
die Aufgabe vor, von einem gegebenen Punkte nach einer ge- 
gebenen Curve hin die Gurre zu ziehen, welche einen extremen 
Werth Ton J ergiebt 

Zunächst muss man J auch im Falle der allgemeinsten 
Gleichungen (15) durch die Curve 1 zu einem Extremnm machen 
im Vergleich zu den benachbarten Carven, welche dieselben 
Endpunkte haben; denn hält man diese, deren Goordinaten den 
Gleichungen (15) genügen, fest, so bleiben letztere erfüllt. Die 
gesuchte Gar YO muss also nothwendig, wenn sie die Eigenschaften 
des Bogens SB hat, ein Stück einer Extremale des Integrals / sein. 

Aber die Bedingungsgleichungen ergeben noch nähere Bestim- 
mungen für den Bogen Ol. Es seien die Functionen g^ in der 
Umgebung des betrachteten Werthsystems x^, ya, Xi, y^ regulär, 
die Grössen Sxo, Sxi, Sy^, Sy^ den Gleichungen: 
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§ 10. Nothwendige Bedingungen des Extremumg. 31 

(16) g, ix, + Sx„ y, + Sy„ x, + Öx,, y, + Äy.) = 
unterworfen. Man vaiüre am Anfang dea Bogene Ol ein Stück 02 
and am Ende ein Stück 31 in folgender Weise. Für ersteres sei 



für letzteres 



s 



für den mittleren Tbeil 23 sei 

dx = Sy = 0. 
Die so für den ganzen Bogen Ol definirten Grössen Sx, Sy 
Bind nebst ihren Ableitangen erster and zweiter Ordnung stetige 
Functionen von t, so dass die vom Punkte (x -J- ^x, y -j- Sy) 
beschriebene Curve ffl" ebenfalls die Stetigkeitseigenschaften des 
Bogens £B besitzt. Da nun ferner 

Äxjö = Äa;o, Sy\^ = Sy^, Sx\i =: dXi, *y|i = Äy„ 
der variirte Bogen S3° also nach (16) ebenfalls den Grenzbedin- 
gangen genügt, so gehört derselbe zu den Curven, denen gegen- 
über die Gurre Ol das Integral J zum Extremum machen soll. 
Die mit den bezeichneten Variationen Sx, Sy gebildete Grösse 
^(7 muss also ein festes Vorzeichen haben, wie immer die Grössen 
8xa, Syt, Sxi, Syi den Voraussetzungen (16) gemäss angenommen 
werden. 

Nun bat man nach § 4 

6J= F^dx + FySy 1' + J (P6x + QSy)dl, 

also, da für die Eztremale Ol die Gleichungen: 

P= Q = 
bestehen, 

6J=F^dx-\-Fy.äy^^ 
und weiter 

*4J'= ÄJ"+ Usx, Sy, Sx\ Sy%dt, 

eiso bei den eingeführten Werthen von 8x, Sy 

^J=F,-Sx + JV'Äi/f + [*«oi *yo. *a:i, Syi%. 
Dieser Ausdruck kann aber bei beliebigen, den Gleichungen (16) 
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antei^orfenen Grössen Sx^, d^g, Sxj, Syi nach § 7 nur dann 
ein festes Vorzeichen besitzen, wenn stets auB den Gleichungen: 

die weitere 

- f«-r% - -FV|"«„ + n.|% + F^l^vi = 
folgt ; oder , wie man gewöhnlich sagt , wenn für alle den 
Gleichungen : 

Sg, =0 

genügenden unendlich kleinen Variationen die Gleichung 

F^.dx -\- FySy\l ==0 

besteht. Hierin besteht eine neae nothwendige Bedingung des 
ExtremaiuB bei der vorliegenden Aufgabe. 

Ist speciell der Anfangspunkt Yorgeschrieben , so dass SX(, 
^ Öy„ ^ 0, nnd der Endpunkt an eine gegebene Gurve 

9 (Xu »,) = 
gebunden, so lehrt das erhaltene Resultat, dass die Gleichungen 
F,,Sx + FySy\> =f^pfp\iSx, +/p|'tfy. = 0, 
^. 

dxi 

zusammen bestehen. Für die hierdurch definirte besondere Lage 
der Extremale zu der Curve g ^ d wollen wir die Bezeichnung 
transversal einführen. Haben überhaupt zwei von einem Punkte 
ausgehende Bogenelemente X, (i nach den Coordinatenasen die 
Componenten Sx, Sy und dx,pdx, und gilt die Gleichung: 

F^Sx + Fy.Sy = (/- p/p)äx -\-fp9y = 0, 
so sagen wir, [i liege transversal zum Element l, und jede 
letzteres enthaltende Curve werde von jeder (t enthaltenden 
transversal geschnitten. In dieser Bezeichnung können wir folgen- 
des Resultat der durchgeführten Entwickelung aussprechen. Eine 
Extremale 01 kann das Integral J nur dann unter allen den 
Punkt mit der gegebenen, den Punkt 1 enthaltenden Gurre 
g = verbindenden Curven zu einem Extremum machen, wenn 
die gegebene Curve im Punkte 1 von der Extremale transversal 
geschnitten wird. Dies gilt auch dann, wenn man die Extremale 
nur mit Curven vergleicht, welche die Eigenschaften des Bogens 
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Bei der Aufgabe I (§ 9) hat man 

F^. = -, 1 , F.. = - 



die transversale Lage erfordert die Gleichung: 

3fSx + y'Sy = 0, 1 -f p |^ = 0, 

and fällt mit der senkrechten zusammen. Die kürzeste von 
eiuem Punkte nach einer Curve gezogene Linie kann also, wenn 
sie die Stetigkeitseigenschaften des Bogens S bat, nichts Anderes 
sein, als eine Normale der Curve. 

Aehnlicbes ergiebt sich bei der Aufgabe II {§ 9); man hat hier 



VI +!>■ 
also als Bedingung für transversale Lage 

ebenso wie in der Aufgabe I. 

Aufgabe VI. Die Rotationsfläche zu finden, welche mit fest 
liegender Figur aze in einer Flüssigkeit fortschreitend in der 
Richtung der Axe den kleinsten Widerstand erleidet, wenn jedes 
Flächenelement einen Normalwiderstand erfahrt, welcher der 
Crrösse des Elementes und dem Quadrat der normalen Geschwindig- 
keitscomponente proportional ist. 

Ist die ^-Axe die Rotationsaxe, ds ein Element des Meridians 
der gesuchten Fläche, so ist 2nyds der Inhalt einer von zwei 
Breitenkreisen begrenzten Zone derselben. Ist ferner Ö die Nei- 
gung einer Normale der Fläche gegen die :^Aze, so hat man 

-T^ = COS ö; 
ds 

vcosQ ist die nach dieser Normale genommene Componente derGe- 

schwindigkeit, und der normale Widerstand, den die definirbe 

Zone erleidet, ist der Grösse 



•"»''Kif)' '• 



■- yds{vcos6y. 



seine Componente nach der a:-Axe der Grösse 
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proportional. Bei gegebenem Werth von v handelt es sich also 
darum, das Integral 

zum Extremum zu machen. Da der Integrand Ton x frei ist, hat 
man die lotegralgleichnng: 

(17) y_j,A = _„,„ = !?a_t£5-. 

Hieraus folgt 

™ -Ji? = ' + l(iF + .- + '")• 

und man kann die für x und y erhaltenen Gleichungen als 
ParameterdarstelluDg der gesuchten Cnrre ansehen. Der Aus- 
druck für X zeigt, dasB p im Endlichen weder Terschvinden, noch 
unendlich werden kann. Lässt man p alle positiven Werthe 
durchlaufen, so erhält man eine Gurre, die, wie die Gleichungen 

dx _ a(l+p^)(f'-3) dy _ a(l+ff')(p'-3) 
^^' dp ~ 2p^ ' dp ~ 2p* 

zeigen, für p =: Y^ einen Riickkehrpunkt besitzt, sonst aber 
überall j/ als reguläre Function von x deiinirt. Da femer aas 
der letzten Gleichung leicht gefunden wird 

d^y 2 p* 

d^ ~ o(l -|-p')(p» — 3)' 

so kehrt die Curre, wenn a und damit y positiv ist, der x-A.xe die 

concave oder convexe Seite zu, je nachdem p < )/F oder p>/F ist. 

Als Bedingung für die transversale Lage findet man, da 

f—^f _ 9 / yp' \ - 2p»y , _ yp'(p' + 3) 
^ ^^'' - ep Vi + p'J -{i-^ pY '" ^ (1 + P'y ' 

die Gleichung 

-2pfia; + (P' + 3)fij/ = 0. 
Setzt man daher 

P = ^9>. ^ = (ff'/'i 

80 dass ^ die Neigung der gegebenen Curve, ip die Neigung der 
sie transversal schneidenden Extremale in irgend einem Punkte 
gegen die a:-Axe bedeutet, so hat man 

. 2tq(p sin 2y 

^'^ ^ 3-\-tg^q>-2-\-cos2g>' 
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Die transversale Lage hat also hier einen geomethBch weniger 
einfachen Charakter als in den Aufgaben I und IL Liegt eine 
Richtung transrersal zu einer zweiten, bo liegt diese im Allge- 
meinen nicht transversal zur ersten, was bei den erwähnten Auf- 
gaben der Fall war. 

Da tp nur von t/' allein abhängt, so ist klar, dasa eine Gerade 
von allen zu ihr transversal liegenden Extremalen unter dem- 
selben Winkel geschnitten wird. 

Aufgabe VIL Die kürzeste Linie auf einer gegebenen Ober- 
ääche in krummlinigen Coordinaten darzustellen. 

Längs der Fläche seien x, y, £ reguläre Functionen der 
Gauss'schen Coordinaten ^, ir; man setze 
-E = icj + ä/J + 4, 
F = x^xy, -\- y^y,,, + e^s^ G = x^ -\- y^ -\- e^, 
dann stehen zwei Linienelemente der Fläche, deren Componenten 
die Werthe 

dx = x^dfp-]-Xy,dt, dy = y^dtp -\-y,f^^j ^^ = eq,dip-\-e^äil) 
Öx = Xjidtp -j-iCy.dil', 8y = y^Sip-\- y^S'^, 8e = e^Sfp-\-B^S^ 
haben, auf einander senkrecht, wenn 

dxSx -\- dySy -\- dzSz = 
oder 

EdqiSip + Fidtpdii ■+■ dtSip) + Gd^lfä^ = 0. 
Setzt man ferner mit positiver Quadratwurzel 



«»(qo, ^, dtp, d^) = ylEdfp^ + 2Fdipdi> -\- G-dili», 
so ist das Längenintegral 

J= /^(<p, t, tp', t')dt 
zum Minimum zu machen. Die Bedingung der transversalen 
Lage ist 

Oy-Äy + *^..ÄV = 0, {E<p' -\-Fili')d<p -\- {F<p' -j- Gii^)St = 0, 
fällt also, wenn man mit dt multiplicirt , mit der Bedingung des 
senkrechten Schnittes zusammen. Die Gleichungen der Extremalen, 
d. h. der geodätischen Linien, sind leicht zu bilden. 

§ 12. 
Die Argumentation des § 10 liefert auch nothwendige Be- 
dingungen des Extremums in dem Falle, dass der Integrand von 
den Integiationsgrenzen abhängt, dass also das Integral 
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J = l F(x, y, x', y, x^, yo, x„ y,)d( 

zu einem Estremum gemaclit werden soll bei den Bedingungs- 
gleichungen 

(19) ?a(a:o,3/o,«i,yO = 0; 

dabei nehmen wir an, dass F auch in Bezug auf die letzten 
vier Argumente an den betrachteten Stellen ebenso wie g^ regulär 
Bei Dann ist offenbar 

variirt man zunächst so, dass die Endpunkte festbleiben, so er- 
hält man wie in § 10 das Resultat, dass die gesuchte Curve 
eine Extremale des Integrals J sein muss, wenn in diesem x^ 
und yg, Xi und yi als Gonstante betrachtet werden. Dann folgt 
aus den Gleichungen der Extremalen 

jdtiFJx -j- FySy + F^.Sx' + FySy') = F^Sx + F^SyY, 

und der obige Ausdruck für ^J wird 

JJ = F,.Sx-\- Fy.Sy\ -\-Sxt\F^dt-\ \- 8y, J F^,d( 

-\-\dt{Sx,...8y\8x„...liy,\. 

Bestimmt man also speciell äx, Sy so wie in § 10, so ergiebt sieb 

JJ=F^Sx-\- Fy.8y^^-\-8x^\F^dt^ 1- Äy, JF^.d* 

^{8x,,..^8y,\. 
Soll diese Grösse bei allen mit den Gleichungen (19) ver- 
träglichen Werthsystemen 8x^, ..., dyi ein festes Vorzeichen 
haben, so lehrt der allgemeine Satz des § 7, dass bei den Vor- 
aussetzungen 

die Gleichung 
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§ 12. NothweDdige Bediugnogtii dea SxtremuniB. 37 

\o J C^jj, j öy, 

bestehen musB. 

Aufgabe VIII. In einer verticalen Ebene die Brachistocbrone 
zn änden, d. b, die Curve, welche ein schwerer Punkt, wenn er 
auf ihr zu bleiben gezwungen ist, in der kiirzeeten Zeit durch- 
läuft. Die Endpunkte der Curve seien gegeben oder auf ge- 
gebenen Curven beweglich. 

Bei der Bewegung eines schweren Punktes Ton der Masse 
Eins auf einer vorgeschriebenen Curve, welche als glatt voraus- 
gesetzt wird, gilt die Gleichung der lebendigen Kraft in der Form 

j=gx-^ const., 

wenn v die Geschwindigkeit, g die Constante der Schwerkraft 
und die + x-Axe vertical abwärts gerichtet ist. Hat man also 
im Anfangspunkte die Geschwindigkeit Vq, so ist 

y = ^^B + «ÖWSt, - ==g{x — Xt) + y. 



und die Fallzeit hat, wenn ds das Bogenelement der gesuchten 
Curve ist, den Ausdruck 

J J V2s(x - «) J V2J(I - «) J 
Für die Extremalen dieses Integrals ist, da F yon y frei ist, 

und die erste Gleichung zeigt, dass die Grösse c^(x — a) zwischen 
und 1 liegt. Man kann daher setzen 

c* (x — k) = sinä ^, X — « = a(l — cos«), 2acä = 1; 

daun werden die Gleichungen (20) darcb die Annahme 

dy = asinu l/j-^r du = a(l — cosu)du, 

y =:b ~\- o(« — sinu) 
erfüllt. 
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Die Extremalen sind also Gykloiden, welche durch das Rollen 
eines Kreises von beliebigem Radius auf der festen Horizontalen 
X ^ a erzeugt werden. 

Jetzt sei die Aufgabe genauer dahin priicisirt, dass die 
Gleichungen 

S(a^i, Va) = 0, h{Xi, y,) =: 

festgesetzt werden, d. h. der Punkt soll von einer gegebenen 
Gurve nach einer anderen fallen, ohne dass die Endpunkte vor- 
geschrieben sind. Die Anfangsgeschwindigkeit v^ und damit « 
sei irgend wie als Function von x^, y, gegeben; der natürliche 
Specialfall wird offenbar sein 
(21) tio = 0, « = «0- 

Die allgemeine Theorie lehrt dann, dass bei den Voraussetzungen 

die Gleichung 
(23) 



V?i+7"' V« - »I- 

dt 



^ " J 8a;o V ^|^^r^ ) ^ ^" J dj/o V >V - « y 

besteht, da F von Xi und y^ frei ist. Setzt man zunächst 
8X(, := Sy^i = 0, was mit den Gleichungen (22) vereinbar ist, so 
ergiebt sich 

d. h, die Curve ä = 0, auf welcher der Endpunkt 1 liegen soll, 
muss von der Extremale senkrecht geschnitten werden. 

Weiter ist 

f 8 /V£hE?!\ ,;, _ 8« f 1 ix''+y''it 



--8aiJ dx [ Vim. ;■•"■ 
I für die Extremalen die Gleichung 

' dx K^x'j, 
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besteht, Eo kann der erhaltene Auedruck geschrieben werden 

^a af \i — x' |i da 



8% yar'a _j_ y'3 ^x — al V^'a + y'» ix — a|o &^o 
und die Gleichung (23) niniint mit Riickstcht auf die entsprechende 
für den Factor von Sy^, durchzoführende Rechnung folgende 
Form an: 



Bei der speciellen ADnahme (21) erhält man hieraus 



^ («a:, — äl.) + ""', . = 0. 

V^'* + y V* — «I V*'* + y'* 1^ — "lo 

Nun giebt die erste Gleichung (20) 



also folgt 



= 0; 



^,.,:.., (8=».-^».)+ ^ (äj,,-«s(.)=o. 

Setzt man daher, was den Gleichungen (22) nicht widerspricht, 
dXi = öy, =: 0, so ergiebt sich 

d. ■ h. die Tangente der Extremale im Punkte 1 und die im 
Punkte berührende Tangente der Curve t? ^= 0, d. h. des Ortes 
der Anfangspunkte, schneiden sich unter rechtem Winkel. 

Die Annahme 

« = 0, Do = i^gxo 
würde dagegen ergehen , dass die Extremale auf beiden Curven 
(/ = 0, Ä =: senkrecht steht 

§ 13. 
Die Entwicklung des § 8 ist ohne Weiteres auf den Fall zu 
übertragen, dass das Integral 

•'=j/(^y,^---^, ~, ■■■)dx = ^ F(x, y, e, ... af,y',e', ...)dt, 

dessen Integrand beliebig viele, etwa m — 1 unbekannte Functionen 
von X enthält, durch passende Bestimmung derselben zu einem 
Extremum gemacht werden soll. Analog den früheren Voraus- 
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Setzungen über die Natur der gesuchten Corve nehmen wir hier 
an, d&ss längs der gesuchten einfachen Mannigfaltigkeit im Ge- 
biet der Grössen x, y, e, ..., v) diese sämmtlich als stetige, mit 
stetigen ersten und zweiten Ableitungen versehene Functionen 
yon t darstellbar seien. Dann braucht die in § 8 gebrauchte, 
Bpecielle Variation nnr in der Form 

Sx = Se = "■ = ««; = 0, fiy = t(ti — f)* (' — ^)' 
geschrieben zu werden, und in der Bezeichnung des § 6 erhält 
man, wenn man nach einander x, e, .,^w an Stelle Ton y treten 
läsBt, die Gleichangen 

P= Q=R = ...= W^O. 
Eine Modification dieser Betrachtung wird nöthig, wenn 
zwischen x, y,z,...,w eine Anzahl von endlichen Bedingungs- 
gleichungen bestehe u, etwa 

(24) g^(x, y, e, ..., w) = 0, o = 1, 2, ..., n, 

deren linke Seiten in der Umgebung aller in Betracht gezogenen 
Werthsysteme regnlär sind. Dann hat man für die m Variationen 
die » Relationen 

?»(« + Sx,...,w -\- Sw) = 0, 

'''' ^*. + - + |S«» + p.,...,«»]. = o, 

aus denen man, wie wir annehmen wollen, m Variationen als 
Potenzreihen der übrigen m — n ausdrücken kann; erstere nennen 
wir die abhängigen, letztere die unabhängigen Variationen. Sind 
letztere mit ihren ersten beiden Ableitungen stetige Functionen 
von t, und enthalten sie einen constanten Factor 6, so haben 
auch die abhängigen Variationen die Form [f],. Nun kann man, 
indem man unter l^ beliebige Grössen versteht, aus den Glei- 
chungen (25) schliessen 

|ä([!.(||«« + - + ||ä»)+[«»,..,ä»],] = 0, 

also nach § 6 

dJ=F,Sx-\ hy..«»[ + jÄij«i(P+p.|^) + -- 
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§ 13. Nothwendige Bedingungen des Extremnma. 41 

bestimmen wir die Grössen /^ so, dass unter dem ersten Integral- 
zeichen rechts alle abhängigen Variationen verschwinden, so 
erhalten wir für die n Unbekannten l^ ebenso viele lineare 
Gleichungen, deren Determinante zufolge den über die Gleichungen 
(24) gemachten Voraussetzungen nicht verschwindet. Gehören 
dx, dy zu den unabhängigen Variationen, so varilre man y nach 
§ 8, indem man die übrigen unabhängigen Variationen ver- 
schwinden lässt; dann erhält man bei der angegebenen Wahl der 
Grössen l^ 

JJ=.^dt(^Q+ S!.^)(< -<,)■((. - <)■ + M>, 
und, wenn diese Grösse ein festes Vorzeichen haben soll. 



Die analogen Gleichungen erhält man für alle diejenigen der 
Grössen x, y, ..., w, deren Variationen unabhängig sind; für die 
übrigen hat man diese Gleichungen schon zur Bestimmung der 
GrrÖssen l^ angesetzt. 

Eine nothwendige Bedingung dafür, dass der betrachtete Zu- 
sammenhang der Grössen x, y, ..., tu bei den Bedingungen (24) 
das Integral J zu einem Extremum mache, besteht also darin, 
dass Grössen i,, existiren, für welche die Gleichungen 

8w 



,W+lh\ 



Aufgabe VII(§11). DieGleichung der gegebenen Fläche sei 
(26) g(jc,y,s) = 0; 

dann ist das Bogenintegral 

J= jVdic« + dj/a 4- dz* = ^ds, 

und nach § 4 hat man 



^J= dJ-{- { [Sx, dy, Se, Sx', Sy', Se^ 



dt 
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42 Zweiter Abgehnitl. § 13. 

+ l>KS)'+*KÄ)'+^-(S)'+p-- ^-'M <«■ 

Andererseits giebt die Gleichung (26) 



{|f«.+ |i«!,+ |f«. + [ä.,«!,,ä.].|M., 



also allgetnein 



L'+l-l-K^- 



t5 «, j- ... I'-L f j*I«, Ff'lfY j- 1 ?£ 



zrj = 5^ä» + ...|+ d( «« ^ +1 



+^^[(S)'+'lf]+-[(^)'- 

Nimmt man daher dir als abhängige Variation, und bestimmt l 
durch die Gleichung 

Eo ergeben sich die weiteren Gleichungen 

\ds/ ' oy \ds/ ' dx 

Ist V die Hauptnormale der gesuchten Curve, n die Normale der 
Fläche (26), so sind die ersten Glieder auf der linken Seite dieser 
drei Gleichungen den Grössen cos (va;), cos (vy), cos (vz), die 
zweiten Glieder den GrÖBsen cos {nx), cos (ny), cos (m) pro- 
portional; die Geraden n und v fallen also zusammen. 
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Dritter Abschnitt 

Hinreichende Bedingungen des Extremums bei der 
einfachsten Aufgabe. 



§ u 

Durch die Gleichungen 
(27) i = J((,«), S = ,(l,a) 

werde eine Schar Ton Extremalen des Integrals 

J= \F{x, y, < y^dt = J/(:r, y, p)dx 
dargestellt; gehört das Argumentsystem (i, a) einem Gebiete (31) 
an, welches durch die Ungleichungen 

definirt sei, so seien die Functionen |, i] regulär, die Grösse 

i'. + ,'. = i! + 1? 

Ton Null verschieden, und die Function F in den durch die 
sämnitlichen Elemente der Curven (27) de&nirten Stellen {x, y, 
3^ y") regulär. Speciell werde durch die Gleichungen 

X = ^(t, do). y = 1) d do), 
wenn man t von r bis T laufen lässt, ein sich selbst nicht 
schneidendes reguläres Stück einer bestimmten Extremale @ 
deflnirt, welches durch S bezeichnet werden soll; längs desselben 
gehören dann zu verschiedenen Werthen von t verschiedene 
Punkte, zu jedem Punkte also ein eindeutig bestimmtes System 

Führen wir die weitere Voraussetzung ein, dass die Grösse 
8(1,1)) . , 

im Gebiete (51) von Null verschieden sei, so bilden, wie wir sagen 
wollen, die Gesammtheit der diesem Gebiete entsprechenden Stücke 
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44 Dritter Abaohnitt § R 

der GarveD (27) ein Feld des Bogens 9, und beissen die Ertre- 
nialen des Feldes. Ist dann (^, ai) irgend eine Stelle im Inneren 
Ton (31), und setzt ma,n 

so können die Gleichungen (27) in die Form 

(28) X'-x,=[t — tua'- a,]„ y — yi = [t — h, a — a,]i 
gebracht nnd, da, ^(t|, a,) die Betenuinante der rechts auftreten- 
den linearen Glieder ist, nach t — (i und a — Oi aufgelöst wer- 
den; man erhält dabei Ausdrücke 

(29) t — ti = [x — a:^,y — yj,, a — a^ = [z — x^, y — y,]i. 
Setzt man speciell Oi := üq, so ist ti, wie bemerkt, durch den 
Punkt {xi, yi) eindeutig bestimmt; dasselbe gilt daher von den 
Entwickelungen (28) und ihren Auflösungen (29), Letztere definiren 
in der Umgebung des Punktes {Xi, yi) die Grössen ty a als 
reguläre Functionen der Coordinaten; dieselben sind daher auch 
regulär und eindeutig bestimmt innerhalb eines gewissen, den 
Bogen S umfassenden Gebietes, z, B. der Fläche @, welche ein 
Kreis Ton hinreichend kleinem, constantem Radius p überstreicht, 
wenn sein Mittelpunkt den Bogen f8 durchläuft Ist in diesem 
Gebiet b die obere Girenze der durch die Gleichungen (29) definirten 
Grössen \t — i,| und \a — «ol, 3o wird t mit g zugleich unend- 
lich klein, kann also jedenfalls kleiner als y angenommen werden. 
Macht man sodann, die Ausdehnung des Feldes beschränkend, 
y = e, und ersetzt das Intervall von t bis T durch das von t — e 
bis T-\- £, wodurch, wenn s hinreichend klein ist, die Eigen- 
schaften des Gebietes (31) nicht beeinträchtigt werden, so wird 
das Gebiet @ von den durch die Gleichungen (29) dargestellten 
Extremalen des Feldes genau einfach bedeckt. Wir werden bis- 
weilen die Fläche ® als Feld des Bogens ^ bezeichnen, obwohl 
sie streng genommen von verschiedenen durch Gleichungen (27) 
definirten Feldern bedeckt sein kann. 

Jetzt sei ßg eine im Inneren des Feldes reguläre, vom Punkte 
durchlaufene Curve und ihre Gleichung sei 

<7(^o, Vo) = 0. 
Dann liegt der Punkt in jeder seiner Lagen innerhalb des 
Feldes auf einer bestimmten Extremale desselben , und bestimmt 
daher in eindeutiger Weise ein Werthepaar fej, a, für welches die 
Gleichungen 

a^o = K'o, «), yo = r}(t^,a), 
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§. 14. Hinreichende Bedinsangen des Extremumi. 45 

mitbiB auch 

3[S((o.«), i)((o,«)] = 
bestehen. Dem Schnittpunkte der Curven 6 und 6o entspreche das 
Werthsystem t^^, Oq, so dass 

5[l(*.o, ««), »l('o., ao)] = 0; 
dann kann die vorige tileichnng, d& g, t> V reguläre Functionen 
ihrer Ai^umente sind, geschrieben werden 

[*o — (om a — öoli = 
und 63 ergiebt sich aus ihr für die Umgebung des Werthe- 
paars ^o, Oo: 

(o — (oo = [« - öo]„ 

sobald die Ableitung der linken Seite nach tf, fär t» = ^ooi 
a = fle nicht verschwindet Diese Ableitung ist aber 

|j ?[{(<, »), 1 «, «)1 1° = 9.t,+ 9,1. 1". 
kann also nur verschwinden, wenn eine der Gleichungen 

besteht, d. h. wenu die Curve 6o im Punkte von der durch 
diesen gehenden Extremale des Feldes berührt wird. Schlieaaen 
wir dies aus, so ist die Grösse i^ eine reguläre Function von a\ 
daher ist das Integral 



4 = Jj'(g,,),|hijOd( 



eine auf dem Felde überall reguläre Function von ( und a. Be- 
zeichnen wir den Punkt (f, a) durch 1 , so ist nach unserer Be- 
zeicbnungsWeise 



( = jFdi = Jo,; 



durch den Strich über J werde fortan angedeutet, dass längs 
einer Extremale des Feldes integrirt ist. 

Dißerenrirt man ti, so ergiebt sich, da die untere Grenze t^ 
von a abhängt, 



dt 



(30) 



-m,n.h,y},) = iiF^ + ntFy., 
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46 Dritter AbBohnitt. § 15. 

(30) =_J.|'|^ + J.,{. + r,,.|' 

+ f [(F. - fi)l. + W - Fi.)v.]dt. 

Hier verschwindet das Integral, da man, wenn a; ^ £, y = tj 
gesetzt wird , eine Extremale erhält ; es ergiebt sich also 
schliesslich 

oder, A& F= x'F^ + t/'F^t, 

1^ = F,u + r„. \ - F,{f. + j,l^„) - F,{n. + „S)r. 

Setzt man: 

Dx = t. + «,g \da, i), = ,. + „1^ \da, 

SO sind diese Grössen die dem Fortgange aof der Gurve 6« ent- 
sprechenden Differentiale, und man erhält 

(32) |^da = F^|, + iV'?orda — F^Dx — F^Dy^- 

In allen diesen Formeln sind natürlich |, i;, |t> l* die Argumente 
der Functionen F., Ft-, F^-. 

§ 15- 
Da jede im Felde reguläre Function von t und a auch als 
reguläre Function von x und y dargestellt werden kann, so gilt 
dies auch von den Grössen 

F..(i, 1,, 1^ fi,\ FAl .J, li. Vi); 
verschwinden dieselben nicht beide, so definirt die Gleichung 

(33) FAl -i, Ih '!.)i>-r + FAl t,, {h fi,)Ds = 
entweder i>ir: Dx oder den reciproken Werth als reguläre Fnoction 
von .r und ii; man erhält daher in dem betrachteten Punkte ein 
reguläres Curvenstück (:\, welches von den Extremalen des Feldes 
transversal geschnitten wird. Die Grössen Fy und iy verschwin- 
den aber, der Identität 

.r'F^-j-.v'F,. = F 
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§ 15. . Hinreichende Bedingangea des ExtremumB. 47 

zufolge, nur da gleichzeitig, wo anch die Grösse F verschwindet; 
ist dieselbe längs der Carve @ überall, was wir voraussetzen 
wollen, von Null verschieden, so kann die Curve ßo von einem 
beliebigen Punkte des Bogene 39 aus gezogen werden. Beschränkt 
man die Curve ßg und das Feld nöthigenfalls , so kann man, da 
a und t reguläre Functionen der Coordinaten sind, erreichen, 
dass jede Extremale des Feldes der Curve ß,, ein einziges Mal 
begegnet. Offenbar Endet dann auch keine Berührung zwischen 
den Extremalen und 6g statt, da bei einer solchen die Gleichung 

bestehen, also der Gleichung (33) zufolge wiederum die Grösse 
■f(Si *It %u *?•) verschwinden müsate, was bei hinreichender Be- 
schränkung des Feldes auf keiner Extremale desselben eintritt. 
Die Formel (32) wird jetzt einfach 



8o 



--r^^^F^nA 



und hieraus folgt nach (30): 

d« = j;.(|,df + |„do) + FAmi^ + n^ä'i) 

"• -' = K-dic + F^-A^, 

wobei unter den Functionszeichen F^, F^, ynz oben, die Argu- 
mente I, 7], It, i}t eingesetzt zu denken sind. 

Diese Gleichung gilt auch unter gewissen Voraussetzungen 
noch, wenn die Curve % sich in einen Punkt zusammenzieht, 
durch welchen alle Extremalen des Feldes hindurchgehen. Dann 
hat man die Gleichungen 

wobei der Werth von t^ fiir die verschiedenen Extremalen des 
Feldes verschieden sein kann. Ist er z. B. (q für die Curve 6 und 
sind die Functionen |, i] an der Stelle (toa, Oo) regulär, die 
Grösse ^} -\- i?? aber auch hier von Null verschieden, so kann 
aus einer der letzten beiden Gleichungen to als reguläre Function 
von a berechnet werden, für welche die Gleichungen 

(35) t,(t.,a)^+Ut,. <•) = (), ?.(<.,o)g + ,.ft,<.) = 

bestehen. Aus diesen folgt offenbar 

^{U, a) = 0, . 
80 dass der Punkt selbst dem Felde nicht mehr angehört, und 
der Bogen $ nur beliebig nahe an denselben heranreichen kann. 
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ohne dass die durch iba gebenden Extremalen aufhören, das 
Feld des Bogens S3 im Sinne der obigen Definition zu bilden. 
Setzt man nun 

und nimmt an, dass F auch in den vom Punkte ausgehenden 
Elementen der Extremalen regulär sei, ao erhält man genau wie 
oben die Formel (31), und die Formeln (35) ergeben wiederum 
den Ausdruck (34) für du. Dieser bleibt in manchen Problemen, 
wie Bpecielle Betrachtungen zeigen, richtig, auch wenn die soeben 
für den Punkt eingeführten Voraussetzungen ungültig werden, 
z. B. F und die Extremalen in diesem Pnnkte singulär sind; nur 
muss natürlich das Integral u seinen Sinn und endlichen Wertb 
behalten. Die Gültigkeit der Formel (34) werde im Folgenden 
immer als nachweisbar vorausgesetzt, wenn wir @, in einen Punkt 
znsamme nzie hen. 

Da die Carve Sg von jedem Punkte des Bogens !S ausgehen 
kann, so defihirt die Gleichung 

du = Fx-dx -\- Fydy = 0, u = const., 
an jeder Stelle des Feldes eine Curve 6, von derselben Be- 
schafiFenheit wie 6oi welche im veränderlichen Punkte 1 von den 
Extremalen des Feldes transversal geschnitten wird; dabei ist die 
Grösse J'oi, wenn und 1 derselben Extremale des Feldes an- 
Fig. 1. gehören, und ersterer Punkt dieCurve 

6d durchläuft, constant. Grenzt man 
also auf den die Curve % transversal 
schneidenden Extremalen des Feldes 
solche Bögen 1 ab, dass die Integrale 
t/^i denselben Werth haben, so ist der 
Ort der Punkte 1 wiederum eine re- 
guläre Curve, welche von den Extre- 
malen des Feldes transversal geschnitten 
wird, (Vergl. Fig, 1, in welcher, wie 
auch bei den meisten späteren Figuren , die Extremalen als 
Gerade erscheinen, die transversale Lage durch rechtwinkeligen 
Schnitt angedeutet ist.) 

Man erkennt in dem erhaltenen Resultat die Verallgemeine- 
rung des bekannten Satzes von Gauss, dass eine Schar gleich 
langer geodätischer Bögen, welche auf der ihre Anfangspunkte 
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§ 16. Hin reich ende Bedingungen des Extremnms. 49 

enthaltenden Linie senkrecht stehen, auch den Ort ihrer End- 
punkte unter rechtem Winkel schneiden; denn (§ 11) bei den 
geodätiechen Linien fällt die transversale mit der senkrechten 
Lage zusammen. 

§ 16. 

Der Integrand F{x^ y, af, /) sei regulär und von Null ver- 
schieden, etwa positiv, entweder a) in allen der Richtung wachsen- 
der ( entsprechenden Elementen des Bogens S, oder b) in allen 
von Punkten desselben nach beliebigen Richtungen ausgehenden 
Linien dementen. Diese Eigenschaften behält die Function F im 
Falle a) für alle Elemente, welche von Punkten des Feldes aus- 
gehen und gegen die bezeichneten Elemente des Bogens 9 hin- 
reichend wenig geneigt sind, im Falle b) für alle von Punkten 
des Feldes ausgehenden Elemente, vorausgesetzt, dass das Feld 
hinreichend beschränkt wird. Denn nach § 3 kann man fiir jedes 
einzelne Linienelement annehmen 

a;"* -|- 1/'* ^ 1, x* = cosip, y' ^ sinip; 
dann ist (p die im positiven Drehungssinne (§ 4) gemessene Neigung 
dos Elements gegen die -|- a^-Axe, und F eine reguläre Function 
von a;, y, (p, wenn Fix, y, a/, y') in dem durch x, y, <f> charakteri- 
sirten Linienelement regulär ist Hieraus folgt die ausgesprochene 
Behauptung, da eine an einer Stelle reguläre Function diese 
Eigenschaft für eine gewisse Umgebung der Stelle behält. 

Bei der engeren, wie der weiteren Voraussetzung ist nun 

innerhalb des Feldes von Null verschieden; für jedes diesem an- 
gehörige Werthsystem ((, a) kann man daher, wenn die Curve 6o 
wie bisher von den Extremalen des Feldes transversal geschnitten 
wird, aus der Gleichung 



= ( m, V, i. 1.)'" 



die Grösse t und damit auch x und y als reguläre Functionen von 
u und a berechnen; da die Functionaldeterminante 

d(t. a) _.du 

e(w, o) dt 

von Null verschieden ist, so gilt dasselbe von 

XnftiftT, VATUtlomrechaon^, ^ 
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•■^^^ ?(«, o) ~ 0(i, a) 8(«, a) — ' 0( " F«, ^, ^^ jj.) 
Denkt man sich die Aasdräcke toh x und 1/ durch u und a in 
die Function F(x, y, dx, dy) eingeführt, und setzt 
dv 
du 
SO ergehe Eiich 

F{x, y, dx, dy) = G{m, », du, di?) =(/(«, f, s)d«, 
J=j G(«, V, «', t/Jd(; 
dann ist Cr und nadi § 5 auch, so lauge du nicht verschwindet, 
^(u, f, s) in denselben Linienelementen me F regulär. 
Längs der Extremalen des Feldes ist nun 
ff = a = const,, 3 = 0, 
und da F positiv ist, so wächst m in der Richtung wachsender t; 
man hat also 

tt = J 6(m,«, d«,0) = J5(«, t>, 0)du, 

wohei die Function g einem positiven Werth von du entsprechend 
zu bilden ist Differenzirt mau nach u und bedenkt, dass als 
Schnitt der Curve 6, und einer Linie v = const. von n nnah- 
bängig ist, so folgt die Identität 

1 = 5(«, V, 0), 
oder für d« >■ 

G(m, k, d», 0) = du. 

Eine weitere Bestimmung der Function g ergiebt sich, wenn 
die Thatsache, dass nach § 15 alle Linien u = const. von den 
Extremalen v ^= const. transversal geschnitten werden, in den 
Variablen «, v ausgedrückt wird. Stellen nämlich die Werth- 

systeme 

X, tf, fl/, y'; M, V, m', i/, 

in welchen die Ableitungen nach einem beliebigen Parameter ge- 
nommen sind, dasselbe Linienelement dar, so gelten die Identitäten 
F(x, y, 3f, yj = G(«, V, m', v'), 

^ = XuU' 4" ^vV', y' = I/u«' -f- Vv^'i 

u' = K^af -\- «i,y, ti' = VxX^ 4" '"vV'' 
und man kann die erste derselben nach a^, y' differenziren ; es 
ergiebt sich dann 
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' 8a^ ^ 'dif' 
Andererseits hat man für den Fortgang in beliebiger Richtung 

I)x = a;.Z)» + a;,Z)t>, Dy = ».Du + y,Dv, 
also folgt die Identität 

F^Dm + F,Dy 

= |S..(«,». + «.<(.) + '?.■('>.«. + »,>(.)) D« + .-, 
oder, da offenbar 
du 



d\ 



\ = ««»:„ + Wi,y„ = 1, ^ = «,a;„ + v,y„ = 0, 



und noch zwei ähnliche Gleichungen bestehen, die Identität 

Diese Grösse verschwindet nach § 15, wenn D den Fortgang 
längs der Curve « = const. bedeutet, die Ableitungen aber sich 
auf die Extremalen des Feldes beziehen ; es muss also die Gleichung 

G^.Dm-\- G^'Dv ^ (s — sg.)I)u -\~ g.Dv =0 
durch die Annahme s ^= 0, Du =^ erfüllt werden, und es er- 
giebt sich 

j7,(u, c, 0) = 0. 

Die Taylor'ache Entwickelung der Function g erhält also, dem 
gefundenen Werth g(u, v, 0) zufolge, wenn Ö der Strecke Ton 
bis -f 1 angehört, die Form 

(37) g(u, i;, s) = 1 + I S..(«. »' Ss). 

Diese Gleichung gilt bei der Voraussetzung a), so lange | s \ eine 
gewisse positive Grosse nicht übersteigt, bei der Voraussetzung b) 
aber für jeden endlichen Werth von s. Fig. 2. 

Offenbar bleibt die bisherige Entwicke- 
lung gültig, wenn €« in einen Punkt de- 
generirt. 

Es sei nun (Fig. 2) 12 irgend ein 
dem Felde angehÖriger Bogen SS, wie q 
bisher der Schnittpunkt der ihn ent- 
haltenden Extremale @ mit So, 3 ein 
fester Punkt der letzteren Curve, welcher 
mit 2 durch eine Curve 2 verbunden sei. Diese verlasse das Feld 
nicht; längs ihrer seien x, y solche Functionen eines in der In- 
tegrationsrichtung wachsenden Parameters t, dass das Integral 
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einen bestimmten endlichen Werth hat, nnd die Gleichung 

(38, f^..=„|; = .|; 

besteht. Alsdann ist offenbar 



(39) 



...-^..=|K»,.,^.§^)-ff].. 



sobald -T~ positiv ist; kann der Integra,nd nach (37) geschrieben 



(40) fft.(»,«,fls)|^; 

ist -T— negativ oder Null, so ist der Integrand, ebenso wie G, 

positiv. 

Um über das Vorzeichen dieses Integrals zu entscheiden, 
braucht man die Function g nicht zu bilden, was oft schwierig 
wäre, sondern kann von den obigen linearen Beziehungen zwischen 
x', y', «', v' ausgehen; die zweimalige Anwendung derselben 
ergiebt 

~ ^ Gv^ = F^^xl + 2 F^yx^y, + Fy.y.yl. ■ 

Nun folgt aus der Identität 

F=a^F^-\-y-Fy., 
indem man nach o:f and y' differenzirt, 

a^ J>-' + ^F^y. = sfFy^. + i/Fy,y. = 0; 
bedenkt man, dass x' und y' nicht beide verschwinden, so folgt, 
daas eine der Grrössea 

F..^:r^\ F,-^:x'» 
einen endlichen Werth Fi{x, y, x\ y') hat, für welchen die 
Gleichungen 
F^:^ = F,y'\ F,.y. = — 3/y'F^, Fyy. = x'^F^, Fidt = &^ 

bestehen. Substituirt man diese Werthe in den Ausdruck Qv-vt 
Bo ergiebt sich 
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und da 

80 folgt für nicht verschwindende «' 

oder nach den zwischen cd , if und u', v' bestehenden linearen 
Gleichungen 

2=i^A^'=f,.(=«.!<. -=..».)■»■■, 

und die rechts erscheinende Klammer ist nach (36) von Null 
verschieden. 

Eb werde nnn für jeden der Fälle a) und b) vorausgesetzt, 
dass Fl ein constantes Vorzeichen habe und nicht verschwinde in 
eben den Linienelementen, für welche in jedem dieser Fälle F 
regulär ist Eine Betrachtung, wie die am Anfang dieses Para- 
graphen durchgeführte, zeigt, dass die angegebene Eigenschaft 
von Fl im Falle a) nur für die Elemente des Bogens S, im 
Fall b) nur für die von seinen Punkten ausgehenden Elemente 
vorausgesetzt zu werden braucht Längs dieses Bogens ist s = 0; 
übersteigt also \s\ längs der Curve S eine gewisse Oonstante 
nicht, so haben bei-der Voraussetzung a) die Grössen 

g„{u, V, es), \ -^ g„ (m, «, Qs)du 
dasselbe Vorzeichen wie i^i, und m' bleibt stets positiv; die Grösse 
,,,. ^/ du dv\ du 

ist stets in der Form (40) darstellbar und hat ebenfalls das Vor- 
zeichen mit Fl gemein. Sobald dagegen -r— stellenweise aufhört, 

positiv zu sein, werde die Voraussetzung b) eingeMhrt; dann gilt 
für m' ;> die Gleichung 

ö(«, .,, «', V) - »' = ^ g,.{u, f, 8s)«' = 1^ ,,„(», o, 9s). 

Dreht sich daher das Linienelement («, v, m', w') um einen festen 
Punkt und convergirt w' von der positiven Seite her gegen Null, 
so nähert sich die linke Seite der Grenze G (u, v, 0, v') an, 
während die rechte das Vorzeichen von f, hat; letzteres muss 
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also mit dem des Integranden G oder F, welchen wir als positiv 
voraussetzen, übereinstimmen, d. h. auch Fi ist positiv. Die 

Grösse (41) ist also bei positiven Werthen -t~ positiv und ver- 
schwindet nur für s = 0; bei negativen oder verschwindenden 
Werthen -^ ist sie offenbar positiv. Dasselbe gilt daher von der 

Differenz Js, — J«}, sobald die Gleichung (38) richtig ist and 
die Integraldarstellung (39) einen Sinn hat 

§"■ 

Der Begriff des Extremums mass genauer bestimmt werden 
durch Angaben über die Gesammtheit aller derjenigen Curven, 
welche man zum Vergleich heranziehen will. Die allgemeine 
Vorstellung eines Extremums bringt es mit sich, dass man zunächst 
benachbarte Curven vergleicht; für die Nachbarschaft führen wir 
folgende Definitionen ein. Ist 12 irgend ein ebener Bogen, und 
liegt der Bogen 2 ganz im Inneren derjenigen Fläche, welche 
von einem Kreise mit constantem Radius g bedeckt wird, dessen 
Mittelpunkt den Bogen 1 2 durchläuft, so sagen wir, alle Curven 
S, für welche die zugehörigen Grössen g eine gewisse Gonstante 
nicht übersteigen, gehören einer weiteren Nachbarschaft des Bogens 
12 an. Gieht es noch eine positive Gonstante 9, von der Beschaffen- 
heit, dass jede Tangente des Bogens S mit mindestens einer des 
Bogens 12, deren Berührungspunkt von dem der ersteren um 
weniger als q entfernt ist, einen Winkel bildet, der kleiner als 
fi, ist, so sagen wir, der Bogen S Hege in engerer Nachbarschaft 
des Bogens 12, sobald p und ßi unterhalb gewisser Constanten 
verbleiben. Diese Definitionen können offenbar auf Raumcnrven 
sofort übertragen werden. Ist femer die Differenz der längs 
beider Bögen gebildeten Integrale J von constantem Vorzeichen, 
sobald S in einer weiteren Nachbarschaft des Bogens 1 2 liegt, so 
sagen wir, der Bogen 12 ergebe ein starkes Extremum des 
Integrals J. Hat dagegen jene Differenz ein festes Vorzeichen 
nur dann, wenn S in einer engeren Nachbarschaft von 12 liegt, 
so sagen wir, es finde ein schwaches Extremum statt. Im 
letzteren Falle ist zum Vergleich mit dem Bogen 1 2 offenbar ein 
engeres Gebiet von Curven Ö herangezogen worden, als im ersten. 

Um aber ein Extremum nachweisen zu können, müssen wir 
für die Curven S gewisse Stetigkeitseigenschaften voraussetzen, 
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die im WeseDtlichen darauf binauBlaufen, dass längs dieser Cturen 
Integrale von der Form J gebildet und nach den gewöhnlichen 
Operationsregeln der Infinitesimalrechnung behandelt werden 
können. Um solche Eigenschaften genau formuliren zn können, 
betrachten wir im Allgemeinen eine Function ip (z), welche iu 
einem beliebig begrenzten Intervall 2S folgende Eigenschaften hat 
Sie sei stetig und der Quotient 

y(r + — y(T) 

s 

nähere sich, wenn c positiv ist und unendlich abnimmt, für jeden 

Werth von t einer bestimmten endlichen Grenze ip'{t). Dabei 

braucht nicht ausgeschlossen zu werden, dass der Quotient 

y(t „ e) — y(T) 

— B 

sich einer anderen oder gar keiner Grenze annähert. Die Grösse 
qn'(T) nennen wir, wie es bisweilen geschehen ist, die vordere 
Ableitung. Es gilt auch für sie, ebenso wie fiir den gewöhnlichen 
Begriff der Ableitung der Satz, dass die stetige Function 91(1:) in 
dem Intervall von t^ bis zj constant sein muss, wenn die vordere 
Ableitung in dieser Strecke überall den bestimmten Werth Null 
hat; denn setzt man 

tit) = <p(z) + «(t - ro), e(z) = <p(z) - u(z - T,) 
und versteht unter « eine positive Constante, bo hat 4* (>) die 
vordere Ableitung oe, ö{t) die vordere Ableitung — «, erstere 
Function wächst daher, letztere nimmt ab zwischen Cq und r,, so 
dass, wenn zi > Zq ist, die Ungleichungen 

9j(ti) + a(r, — to) > (p{Tt), <p(zj) — u(z, — t^) < <p{z„), 

«(r. - to) > 9)(t,) - y(TO > — «(T, — Z,) 

bestehen. Die letzte von ihnen ergiebt, da « behebig klein sein 
kann, (p(zi) = 9)(to), womit die Behauptung bewiesen ist. 

Von diesem Specialfalle abgesehen, habe nun die Function <p' (z) 
folgende Eigenschaft Ihre Schwankung in irgend einem Inter- 
vall sei die obere Grenze der absolut genommenen DifTerenzen 
irgend zweier in diesem Intervall erreichter Werthe der Function; 
die Gesammtlänge aller Theile des Intervalls % innerhalb deren 
die Schwankung von <p'(t) eine positive Constante übersteigt, 



by Google 



Dritter AbBohnitt. 



könne stets unendlich klein gemacht werden. Alsdann ist nach 
Riemann die Function fp'iv) integrabei, und das Integral 



P(t) = J <p'{v)dx, 



dessen Jntegrationsintervall einen Theil von 3 bilde, ist eine end- 
liche, stetige Function von t. Weiter setzen wir voraus, es sei, 
wenn s positiv ist 

Um tp'{x -|- f) ^ 9'W; 

dadurch werden die ünstetigkeiten der Function q)'(r) in gewisser 
Weise beschränkt, es ist aber z. B. immer noch möglich, dass in 
beliebiger Nähe einer Unstetigkeitsstelle unendlich viele andere 
liegen. Bei dieser Voraussetzung ist die ürösse 9>'(t) längs einer 
endlichen Strecke positiv, wenn dies für eine einzige Stelle gilt. 
Man erhält ferner für « >- 

r + 1 

*(r + *) - 0(r) = f <f,'{r)dt = Mb, 

wobei M zwischen der oberen und unteren Grenze der Werthe 
liegt, welche tf'ir) zwischen % und t ■\- s annimmt; nach der 
vorigen Gleichung convergirt M gegen (p'(r), wenn s ver- 
schwindet Die Grösse <t(T) hat also die vordere Ableitung 

die Differenz <&(i) — ff (r) ist constant, und da ^(tq) verschwindet, 
ergiebt sich 

*(r) = .p(r) ^ v(ro) = j fp'{z)dt. 

Es gilt somit die gewöhnliche Fundamentalbeziehung zwischen 
Differentiation und Integration, wenn man erstere Operation auf 
die vorderen Ableitungen bezieht 

Jetzt seien x und y längs der Curve S Functionen des Para- 
meters T, welche die Eigenschaften der Function tpfr) haben, also 
integrirhare, vordere Ableitungen besitzen, die wir durch die ge- 
wöhnlichen Differential Symbole bezeichnen ; Babei liege die Summe 



m+m 



stets oberhalb einer positiven Constanta Hiermit ist, da fp'{v) 
nicht stetig zu sein braucht keineswegs ausgeschlossen, dass die 
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Curve ß Ecken in endlicher oder unendlicher Menge besitzt; sie 
hat aber in jedem Punkte eine bestimmte, den vachBenden 
Wertben von x entsprechende Richtung. Liegt 2 in einer hin- 
reichend begrenzten, engeren oder weiteren Nachbarschaft des 
Bogens S, je nachdem die Voraussetzung a) oder b) des vorigen 
Paragraphen gilt, so weicht im ersten Falle jedes Werthsystem 

(x, y, -j— , -5=-) beliebig wenig von einem solchen ab, welches ein 

Element der Curve 6 darstellt; im zweiten Falle ist F für be- 
liebig gerichtete, von Punkten des Feldes ausgehende Linien- 
elemente regulär; in beiden Fällen gilt dies daher für jedes 

durch die Curve 8 definirte Werthsystem (x, y, -3—, j^), und 
die einem veränderlichen Intervall des Arguments t entsprechende 
Schwankung der Grösse F (x, y, t— , -^j wird mit der in dem- 
selben Intervall vorhandenen Schwankung der Grössen -3—, -j^ 
unendlich klein. Setzen wir femer 

so ist offenbar, wenn i > 0, 

@(z) = Um&(v -\-s), ■ ■ 

da eine solche Gleichung für -3— und -^ gilt; 0(i) hat also alle 

oben vorausgesetzten Eigenschaften von ^'(t), ist integrirbar und 
ergiebt die Gleichnug 

welche den gewöhnlichen Regeln der Integralrechnnng entspricht 
Dieselben Eigenschaften wie F hat, wenn (x, y) eine längs 
der Carve ß reguläre Function der Coordinaten ist, die Grösse 

dx —^'dx^ *" dt' 
wendet man diese Bemerkungen auf die Grössen u, v an, welche 
reguläre Functionen der Coordinaten sind, so folgt, dass auch die 
Grössen 
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-, / du dv\ da dv 
\ ' ' dT dz/ üT dv 
die Eigenschaften von 91' (r) haben und speciell die Differenz 
der ersten beiden Grössen längs einer endlichen Strecke positiv 
ist, wenn dies für eine einzige Stelle eintritt Femer folgt, dass 
die Gleichungen (38), (39) bei den eingeführten VorauBsetzungen 
richtig sind, wenn wir das Zeichen der Differentiation nach t stets 
auf die vorderen Ableitungen beziehen. Das ist bei der Bildung 
von Jj, ganz naturgemäss, da in der Sichtung wachsender t in- 
tegrirt wird. 

Auf Grund dieser Entwickelungen ist jetzt streng zu er- 
weisen, dasB die Grösse 

■^..-^•.=|>(«. "■§?.£)-!?]<" 

das Vorzeichen mit f, gemein hat und nur dann verschwindet, 
wenn die Gurven S und $ TÖllig zusammenMlen. Dies ist im 
Falle a) ohne Weiteres klar, da der lutegrand längs des ganzen 
Integrationsintervalls durch 

ersetzt werden kann, die Grösse g„du aber nach Voraussetzung 
nicht verschwindet. Im Falle b) ist der Integrand ebenfalls nie 
negativ, und kann, wenn i/jj — t/oa verschwinden soll, die Grösse 

T— jedenfalls da nicht von Null verschieden sein, wo -5— positiv 

ist; denn in diesem Falle ist der Intergrand vriederum in der 

Form (42) darstellbar, also positiv. Wird aber -r— an einer Stelle 

negativ, so ist der Integrand des obigen Integrals wiederum 
positiv; da derselbe nun, wie oben bemerkt, längs einer end- 
lichen Strecke positiv bleibt, wenn dies an einer einzigen Stelle 
eintritt, ao kann das Integral J^^ — <^oa sicher nur verschwinden, 
wenn v längs der Curve ß constaut ist, letztere also mit SB zu- 
sammeniallt. 

Damit ist der Nachweis des Extremums vollendet, gleich- 
viel, ob man den Bogen 02 mit allen Bögen, welche dieselben 
Endpunkte haben, oder mit allen von der Curve (Fd nach dem 
Funkte 2 gehenden, vergleicht. Zieht sich jedoch die Curve <So in 
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den Punkt zusammen, so dass durch ihn alle Extremalen des 

Feldes gehen, so muss für die Curve 8 noch besonders voraus- 

Fig. 8. 




gesetzt werden, dass sie inner- 
halb des von den Extremalen des 
Feldes einfach bedeckten Gebietes verbleibe (Fig. 3). Dies 
erreicht man z. B. dadurch, dass man alle Curven S ein beliebig 
kleines, constantes Stück Ol mit der Curve iS. gemein haben 
. lässt (Fig. 4); dann is* _ _ 

Jan — ^oj = Joj — Joi = "^01 + -^is — ■^01» = «^1» — -Äj 
nnd für den Bogen 1 2 ist das Extremum gegenüber allen Bogen 
mit denselben Endpunkten im unbeschränkten Sinne der obigen 
Definitionen gesichert. Dies gilt auch, wenn die Extremalen im 
Punkte singulär werden, dabei aber die in § 15 für diesen 
Fall ausgesprochenen Voraussetzungen gelten. Endlich übersieht 
man leicht, dass die Argumentation nicht geändert wird, wenn 
der Punkt 2 als Endpunkt des Bogens 8 auf einer Curve 6i, 
welche die Extremalen des Feldes transversal schneiden, ver- 
änderlich gelassen wird, während festgehalten wird, so dass 
die Integrationsrichtang, entgegen der bisherigen Annahme, vom 
festen Punkte zur festen Curve hinführt. 

Die Ausdehnung des Feldes, innerhalb dessen die Curven 8 
verlaufen müssen, haben wir in § 16 so beschränkt, dass die Vor- 
aussetzungen a), b) Ton Punkten oder Elementen des Bogens 6 
auf alle Extremalen des Feldes übertragen werden können, 
ebenso in § 15, um zu erreichen, dass die Curven m = const. 
regulär bleiben und jede der Extremalen des Feldes nur einmal 
schneiden. Wenn diese durch Beschränkung des Feldes stets zu 
erreichenden Eigenschaftea in einer speciellen Aufgabe für ein 
bestimmtes Feld von endlicher Ausdehnung nachweisbar sind, so 
gilt unsere Argumentation für jede in diesem Felde verlaufende 
Curve 2, und liefert dann mehr als den Nachweis des Extre- 
tnums; denn letzteres ist schon gesichert, wenn nur ein Feld von 
beliebig kleiner Ausdehnung construirt ist. 
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Die wichtigsten der erhaltenen Resultate fassen wir in fol- 
gender Weise zusammen. 1. Jacobi'sche Bedingung. Ein nir- 
gends singuläres Stück einer Extremale mit den Endpunkten 0, 2 
sei mit einem Felde umgeben. 2. Legendre'sche Bedingung. 
Entweder a) in allen Elementen des Bogens 02, der in der Rich- 
tung von nach 2 hin durchlaufen werde, oder b) in allen von 
Punkten desselben ausgebenden Linienelementen habe die Grösse 
F^ oder fpp dx ein festes Vorzeichen, ohne zu verschwinden, und 
sei F regulär und von Null verscbieden. Dann liefert der Bogen 
02 ein Extremum des Integrals J, sowohl im Vergleich zu 
allen Curven S mit denselben Endpunkten, als auch zu allen, 
welche die vom Funkte ausgehende, von den Extremalen des 
Feldes transversal durchschnittene Cnrve g,, mit dem Punkte 2 
verbinden. Das starke oder schwache Extremum ist gesichert, 
je nachdem die Voraussetzung b) oder a) gemacht wird; ein 
Maximum oder Minimum tritt ein, je nachdem fj negativ oder 
positiv ist. 

§ 18. 
Beispiele. Aufgabe 1 (§ 9). Man hat hier 
Fdt = |V> + j/'ä dt, 
die Quadratwurzel ist positiv, also 

mit ebenfalls positiver Quadratwurzel. Ferner ist 
Fdt = 



wobei die Quadratwurzel das Vorzeichen von dx hat, so dass für 
jedes Bogenelement fppdx ebenso wie F, positiv ist Die Le- 
gendre'sche Vorzeicbenbedingung des starken Minimums ist 
also erfüllt. 

Um zu untersuchen, ob eine gerade Strecke 1 2 die kürzeste 
Linie zwischen 1 und 2 liefert, nehmen wir an (Fig. 5), Q sei 
irgend eine Linie 12 von den in § 17 angegebenen Stetigkeits- 
eigeoschaften , welche das Bogenintegral Ji^ ergiebt; die Länge 
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der Strecke 12 ist t^,. Es sei ferner ein Punkt der Geraden 
12, der nicht der Linie S angehört und ausserhalb der Strecke 12 
Pig, 5 liegt; man nehme ihn 

zum Anfangspunkt der 
rechtwinkeligen und der 
Polarcoordinaten, indem 
man setzt 

X = tcosv, y = tsinv 
und wähle die Gonstan- 
ten », ß so, dasB 

und die Curve S ganz 
im Inneren der Ring- 
fläche zwischen den Krei- 
sen ( ^ OS, t = ß verläuft. Diese Fläche, welche von den 
Extremalen v = const. genau einfach bedeckt wird, kann als 
Feld der geraden Strecke 12 betrachtet werden, da in ihr die 
Grösse 

d (x, jf) I cosv sinv 

d (t, v) — tsinv icosv 

von Null verschieden ist. Den Curven E,, der allgemeinen Theorie 
entsprechen die Kreise t ^ const., deren jeder die Extremalen 
des Feldes in je einem Punkte schneidet; m ist die Länge einer 
Geraden v ?^ const. vom Kreise ( ^ ce an gemessen, somit folgt 
Fdt ^ fätTj^Ti^dv'^ = Vdwi'-|-(tt + «)*dv« 
= G (m, V, du, dv), 




= ( 



« + o 



g (H, V, s) = Vl-)-{„ + a)^sS 
wobei auch die letzte Quadratwurzel positiv ist, da der Ausdruck 
ff nur für den Fall du > gebildet wird. In der Differenz 



ist der Integrand von selbst positiv, sobald 
verschwindet 



dz 



negativ ist oder 



was die Theile der Curve S charakterisirt , in 
welchen der Badius t abnimmt. Ist -j— positiv, so kann der Inte- 
grand geschrieben werden 
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ist also ebenfalls nicht negativ and verscbwindet nur für s = 0. 
Wäre an irgend einer Stelle s von Null verschieden oder der 
Integrand positiv, ao würde nach § 17 dasselbe für eine endliche 
Strecke der Curve 2 gelten, die Differenz J^ — J^ könnte 
also nur verschwinden, wenn überall du positiv und s = 
wäre. Von diesem Falle abgesehen, hat man offenbar 

womit das starke Minimum nachgewiesen ist, und noch mehr. 

Weiter sei ©i irgend eine vom Punkte 1 durchlaufene Curve, 
so dass Xi, yi reguläre Functionen eines Parameters v sind, n 
die Richtung der Normale, welche zur Richtung wachsender v 
so liegt, wie die -f-y-Axe zur -f-a;-Axe; setzen wir dann 

x = i(t,v)^Xi -\- tcos (nx), y = j) {(, v) = j, + tcos (ny), 
Bo ist V = const. eine Normale der Curve ß,, und man hat 



. 8 (l V) _ 



dxi . dcos(nx) 
dv dv 



eos{ny) -£- -^ t 



dv 



Ist speciell v die Bogenlänge auf dw Curve @i, so hat man 

, , dvi , . dx, 

cos(nx)=- -^, cos{ny) = -^, 

_ , /dx, d^ dyj d*xi\ 

wobei r den Krümmungsradius im Punkte 1 bedeutet, positiv 
oder negativ genommen, je nachdem der Krümmungsmittelpunkt 
nach der Richtung « oder der entgegengesetzten hin liegt. 

Nun stimme auf irgend einer Normalen « =^ const. die Rich- 
tung von 1 nach dem Punkte 2 hin mit m überein, so dass t, 
positiv ist; dann läset sich die gerade Strecke 12, deren Länge 
t, ist, mit einem Felde umgeben, in welchem J nicht ver- 
schwindet, wenn entweder r negativ ist oder die Ungleichung 

0<*,<r 
besteht, d. h. immer, wenn die Strecke 12 den Krümmungs- 
mittelpunkt des Punktes 1 nicht enthält (Fig. 6). Die Extre- 
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malen des Feldes sind die Normalen v = const., welche die 

Curve 6, transversal schneiden. Die allgemeine Theorie ergiebt 

also, dasa die gerade Strecke 

1 2 ein starkes Minimum 

der Entfernung zwischen 6, 

und dem Punkte 2 liefert, 

und kürzer ist als jede im 

Felde verlaufende Linie 2 

von den ohen angegebenen 

Stetigkeitseigenscbaften, 
welche von der Curve 6i 
znm Punkte 2 führt Die 
Grösse u ist der normale 
Abstand von der Curve Si ; 
und man erhält leicht die 
Formel 




Vda:» + dtf* = ^du^ + (« — r)* dv» = G (m, v, du, dv), 

an welche sich dieselben Schlüsse knüpfen lassen wie an die 
frühere Tran^onnation des Bogenelementes. 



Aufgabe III (§ 9). Ist in der w^-Ebene S irgend eine 
vom Punkte in der Halbebene y >■ zur w-Axe gezogene 
Linie von der Länge l, längs deren w, y als Functionen eines 
Parameters r die Eigenschaften von if>{v) (§ 17) haben, so ist 
nachzuweisen, dass das Flächenintegral kleiner ist als die Fläche 

des Halbkreises von der Länge l. 

negativ ist, so betrachten wir die Curve 8", welche durch die 
Gleichungen 



Wenn -^ — streckenweise 
dr 



-\t^" » = jlSk' 



definirt ist; diese hat, wenn t dasselbe Intervall wie auf der 
Curve S durchläuft, ebenfalls die Länge l und dieselben Stetig- 
keitseigenschaften , da, wie man leicht sieht, \ff{t)\ die in § 17 
inxif>{x) geforderten Eigenschaften ebenfalls besitzt. Das Flächen- 
integral der Curre S» ist endlich und besteht nur aus positiven 
Elementen; man hat offenbar 
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( \äw\ , ^l dw , 
J It^^l — J * dt ' 

d. h. die von der Curve S* mit der w-Axe begrenzte Fläche ist 
nicht kleiner ah die von der Curve 2 begrenzte. Es braucht 
also nur gezeigt zu werden, dass erstere kleiner ist als die Fläche 
des oben bezeichneten Halbkreises; dabei haben wir jetzt den 
Vortbeil, dass in dem Integral 

J ^ \ y yi — p> dx ^ [ ydw 

die Quadratwurzel stets positiv zu nehmen ist Der Curve S* 
entspricht in der j;y-Ebene eine Cnrve 2„, längs deren, da x der 
Bogen der Curve S" ist, überall 

dx ^ 



(43) 



dT 



>0, ■ 



;-f 1; a;>0, Q<,y^x; 



fppdx ^ 



es ist also gar nicht nöthig, in der xjz-Ebene ein starkes Extre- 
mum nachzuweisen, sondern nur die durch diese Ungleichungen 
charakterisirten Gurveu sind 
zum Vergleich heranzuziehen. 
Die Legendre' sehe Bedin- 
gung des Maximnms bt für 
alle in Betracht kommenden 
Curven 2<, insofern erfüllt, als 
fiir diese die Grösse 

— ydx 

' negativ ist. 

Derjenige Octant der a;y-Ebene (Fig. 7), in welchem nach 
den letzten Ungleichungen (43) die Curve ß^ liegt, wird nun von 
den Extremalen 

y ^ asin — , a > 0, j» = cos — , 
auf deren jeder man 
(44) ä - ^ Jt 

annimmt, genau einfach bedeckt; denn hält man x fest, so ist 
9« .XX X 

i . — öfl« _ . *vie 
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wegen der für a; geltenden Ungleichung (44) stets positiv. Für o=0 
hat man y = 0, für a ^ co dagegen y = x; der Punkt (x, y) 
durchläuft alao alle jenem Üctanten angehörigen Punkte der 
Geraden x ^= eonst. und jeden einmal, wenn a alle positiven 
Werthe durchläuft. Man kann femer x ^ t setzen und hat 
dann 

_ 8 (a:. y ) _ »1 
8 (*, a) da ' 

welche Grösse, wie bemerkt, positiv ist, so lange y nicht ver- 
schwindet oder = X wird. Entsprechen den Werthen a; ^ 
und X ^ an die Punkte 0, 3, so ist jeder Theil des Extre- 
malenbogens 03, der keinen der Endpunkte enthält, mit einem 
Felde umgeben; die Endpunkte selbst erfordern insofern beson- 
dere Betrachtung, als in ihnen p=^ + l, die Function F also 
singuIär wird. 

Setzen wir gemäss der allgemeinen Theorie im Falle, dass 
sich die Curve @o in den Punkt zusammenzieht, 



- p^ äx ^ a \ s 



- dx = 



a» 



wobei das positive Vorzeichen der Quadratwurzel benutzt ist, so 
verificirt man leicht mittelst der Ausdrücke 

die Gleichungea • 

Dieses Differential du kann nun auf keiner Curve £„ zwischen 
und 3 verschwinden oder negativ werden; denn bezieht sich d auf 
den Fortgang längs der Curve S«, dagegen x', y', p auf die Extre- 
male des Feldes, so würde sich, da dx positiv ist, und für die 
Extremale x ^t gesetzt, also F^- als positiv angesehen werden 
kann, ergeben 

was nach der zweiten Ungleichung (43) und dem oben an- 
gegebenen Werthe von p nur fürp = + 1, also in den Punkten 
der jr-Axe eintreten kann. Die Grösse rfwrdr ist daher zwischen 
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den Punkten und 3 stets positiv, so dass man überall setzen 
kann 

dj^^ = dtt [l + I g.. (((, V, 6s)l, 

woraus bei der oben erkannten Beschaffenheit des AoBdrucks 
fffdx folgt 

^ j < 

dv 



'-<o. 



Die Transformation des Differentials dJ^t in die Variablen 
M, V wird unmöglich, wenn 

dto = 0, dx = + dy, 
da dann der Integrand F singulär ist Trotzdem bleibt au 
solchen Stellen, wie die ursprüngliche DefinitJon 



f dw 



dz 



lehrt, t/oj eine Function tp(t) im Sinne des § 17, Dabei ver- 
schwindet offenbar dJo^'.dz, und für du findet man 

du = dx {F.- ± Fy) = adx (\ ± cos -\ 

so dass d{u — J^^) auch jetzt positiv bleibt. Die Grösse u — Jq^ 
wächst also, wenn der Punkt 2 längs der Curve Sj, von nach 
3 hin läuft. 

Nähere Untersuchung erfordert wegen der Singularität des 
Punktes der Anfangswerth von u. Derselbe ist zunächst offen- 
bar Null, wenn die Ungleichung 



/dy _dx\\o 
\dT - dij\ 



< 1 



besteht; dann bleibt nämlich die Grösse a, da sie nur für x ^ y 
unendlich wird, bei der Annäherung an den Punkt längs der 
Curve C unter einer endhchen Grenze; der Ausdruck für « 
zeigt daher unmittelbar, dass m mit x gegen die Grenze Null 
convergirt. Hat man dagegen die Gleichungen 

\dr dt/1 ,-,„ X ' 

so lehrt die zur Definition von a dienende Gleichung, d. h. wenn 
man setzt 

, , sinz — s 

v(') = — , — . 
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§ 18. HinTeichende Bedingungeo des Extrem« 

die Gleichung 



da3s man haben mues 



Ol'-"- 



Nun ist die Grösse ^{e) negativ, so lange e zwischen und w 
liegt; hieraus folgt, da die Ungleichung (44) besteht, dass 

qi (—\ nur dann verschwindet, wenn die Gleichung 

besteht, welche somit für den Punkt bewiesen ist. Dies gilt 
otfenbar auch dann, wenn die Curve So ein endliches Stück mit 
der Geraden y ^ x gemein hat und den Punkt bedeutet, 
in welchem sich die Gerade und die Curve trennen. Substituirt 



1 den erhaltenen Werth - in die Gleichung 

-(¥)■+• 



(2£ _ . 1x\ _ 1 { {Ix)^ Ix i^xf 
\a *™ o 1 ^ 4 I 3! ■ o 



so sieht man, dass auch in diesem Falle die Grösse u als Func- 
tion von X mit dem Werthe an der Stelle beginnt. Da nun 
dasselbe von c7|,g offenbar gilt, so hat man auch 

die Differenz u — J^^ ist also, da sie wächst, positiv, sobald der 
Punkt 2 den Bogen 2^ entlang laufend die Gerade y :^ x ver- 
lassen hat; ebenso ist auch der Grenzwerth 
m|s — J,, = /,„ - Jo3 
positiv. Die Linien 8 und 2° umschliessen also mit der w-Äxe 
eine kleinere Fläche als der Halbkreis von derselben Länge, 

Der Satz, dass eine geschlossene Curve stets eine kleinere 
Fläche umschliesst, als ein Kreis von derselben Länge, folgt aus 
dem erhaltenen Resultate unmittelbar, wenn die Curve durch zwei 
ihrer Punkte 1 und 2 so in zwei gleich lange Stücke zerlegt 
werden kann, dass die gerade Strecke 12 ganz im Inneren ver- 
läuft; dieselbe kann dann mit der w-Axe identificirt werden, 

Aufgabe VI (§ 11). Jedes Stück einer Extremale, welches 
den Riickkehrpunkt nicht enthält, kann man mit einem Felde 
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umgeben, indem man z. B. in den Gleichungen (17) die Grösse 
a coustant setzt und h allein varüren lässt. Die Extremalen des 
Feldes sind dann Curven, die eine aus der anderen durch Ver- 
schiebung parallel der a;-Axe hervorgehen; man hat daher, in- 
dem man t ^ p setzt, die Gleichungen 

3^-1 ^ = J ^ 

Öfr ^ ' Zb ' dp' 

und ^ kann nach (18) nur im Kückkehrpunkte verschwinden. 

Man findet femer 

'""- (i+y-)' '■ 

Diese Grosse nimmt in Bogenelementen entgegengesetzter Rich- 
tung auch entgegengesetzte Werthe an, da der erste Fall des 
§ 3 vorliegt. Die Legendre'sche Vorzeichenbedingung für das 
starke Extremum ist also nicht erfüllt, wohl aber die für das 
schwache Extremum, da p^ — 3 nur im Ruckkehrpunkte das 
Zeichen wechselt Ein Stück der Extreniale, welches diesen nicht 
enthält, liefert daher ein schwaches Maximum oder Minimum, je 
nachdem es der einen oder anderen der Hälften angehört, in 
welche die Curve durch den Rückkehrpunkt zerlegt wird. Hat 
man j)° •< 3, so ist das gesuchte Minimum vorhanden. 

Aufgabe VII (^ U). Bei Einführung neuer Variablen u, v 
hat man eine Transformation von der Form 



■\lEdtpi + 2Fd<pd^ -\- Gd-f' = iE«du^-\-2F''dudv-\-G'>dv3 

= d«V£o + 2F'>s -+- Gos^; 
die Gleichungen 

g (m, V, 0) = 1, g. («, u, 0) = 
ergeben daher 

Dabei folgt aus dem Zusammenhange zwischen E, E°, F, ... und 
den Ableitungen der rechtwinkeligen Coordinaten nach 9, li», m, v 
die Gleichung 

oder, wenn 

e- = m> 

gesetzt wird. 

. _ i > (»■. •» ^ _ 



■ »(».•■) VEK- 
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Die in § 17 betrachtete besondere Form des Integranden ist also 
die Gauss'sche Form des Linienelemeßtes 



und die zu einer gegebenen Linie senkrechten geodätischen 
Linien bilden in der Umgebung einer von ihnen ein Feld, so 
lange m endlich und von Null verschieden ist. 

Die Legendre'Bche Bedingung des starken Min 
erfüllt, da in der Bezeichnung des § 11 

und diese tirösse stets positiv ist. 



Die rechten Seiten der für u geltenden Gleichungen 

hängen nur von dem Verhältniss ^ : x' ab; eliminirt man das- 
selbe, so ergiebt sich eine partielle Differentialgleichung erster 
Ordnung für u, die wir als die Jacobi-Hamilton'sche be- 
zeichnen wollen. Ist (Nirgend eine Lösung derselben, so kann 
man von den Gleichungen 

(45) 8^--^^' %^ = ^y^ 

die erste ansetzen und zur Bestimmung des Werthes ^ i x' be- 
nutzen; die zweite ist dann von selbst erfüllt. Die erste Gleichung 
kann, indem man TJ als gegeben ansieht, als gewöhnliche Diffe- 
rentialgleichung zwischen x und y aufgetasst werden, deren 
Integral 

(46) 9> {X, y, a) = 

sei und durch eine einüach unendliche Schar von Curven k dar- 
gestellt wird. Bezeichnet D den Fortgang längs einer Curve 
ü ^ const., 80 hat man 
iU 

dx ■ 

die Curven SE liegen also transversal zu den Curven ü = const. 
Führt man ferner die Werthe einer beliebigen Function 

(47) t=^i>{x,y) 
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längs einer bestimmten Curve ffi als Parameter ein, durch dessen 
Wertbe x und y bestimmt sind, so ist 

wobei man sich x und y aus den Gleichungen (46) und (47) als 
Functionen von a und t berechnet zu denken hat Offenbar kann 
man auf Grund eben dieser Gleichungen auch t und a und da- 
mit a;' und y' als Functionen von x und y betrachten; bezieht 
man das Zeichen i auf diese Auffassung, während die Bezeich- 
nung der Ableitungen durch Sufüze ihren bisherigen Sinn behält, 
so bestehen die Gleichungen 

lim ^^' - ^^•' 



8i ^ '" dx 
^ = F... 4- F.., ^ + F. 



8£; „ dj;_ 






Weiter folgt, wie in § 16 bemerkt ist, aus der Homogeneität der 

Functionen F^., Fy 

(50) F^^.af -ir F:^yy' ~ a, Fy^-s! -\~ Fy^i^ = 0, 

und hieraus anf Grund der Gleichungen (49), sowie der analogen, 

in denen nach y differenzirt ist 

„ V = ^'^- + »'^--=^'" 

, BF, , , dFf 

Dur Gleichung (48) zu Folge kann man aber den letzten 
Gleichungen auch folgende Form geben: 

f __ öF^ , , ÖK' . _dF,. 

^'^ ^x ^ '^^f^ " dt ' 

" dx -^ ^ dy 'f ~ "dt ' 
womit erhellt, dass die Curven ff Extremalen des Integrals J 
sind. Ist also V irgend eine Lösung der durch Elimination von 
x' : y' aus den Gleichungen (45) entstehenden partiellen Diffe- 
rentialgleichung, 80 werden die Curven V ^= const. von einer 
Schar von Extremalen des Integrals J transversal geschnitten. 
Dabei ist offenbar, wenn pian längs einer Gurve Si fortgeht. 



by Google 



§ 19. Hinreichende BedingiiDgen des Extremums. 71 

dV = {F^i^ -{- Fy.y') dt = Fdt, 
man kann also setzen 

r=.J Fdt, 
wobei länga einer Estremale der Schar integrirt ist. 

Enthält die Function F eine Constante c, so besagt die 
Jacobi-Hamilton'scbe Gleichung, dass p als Function von x 
und c so bestimmt werden kann, dass die Identitäten (45) be- 
stehen. DifFerenzirt man dieselben nach c, so erhält man 
B'F ^ dF^ gp- 8'F _ dTj_ -dp_ 
'öxdc~ dp Sc' gygc " 8p de' 
Nun kann man setzen 

^' = *(&) = *<*>' 

also folgt 

„ l .,, , 1 8A 

''"• = ? *« = ?-87 

und Aehnliches gilt fUr F^; mau erhält also 

und da die Gleichungen (50) gelten 

Längs jeder einzelneu Gurve & besteht also eine Gleichung 

ist ihre linke Seite nicht constant, so stellt sie die Gesammtheit 
der Extremalen dar, so dass diese bekannt sind, wenn eine Func- 
tion V von den angegebenen Eigenschaften gefunden ist 

Die Verallgemeinerung dieser Theorie liegt nahe und möge 
für den Fall dreier Variablen augedeutet werden. Die Function 
F (x, y, e, 3^, y', 0') sei bezüglich der letzten drei Argumente 
homogen und von erster Dimension, so dass die Ableitungen 
Fx/, Fy-, F,' nur von x, y, s und den Verhältnissen 
y' 0' 

p = ^, g = — 

^ X ^ X 

abhängen. Gelten dann für eine Function V die Gleichungen 
(51) 27 = -^-. ^ = ^'^' d7=^'-' 
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sowie die hieraus durch Gliminatioa von p und q folgende 
Jscobi-Hamilton'sche Differentialgleichung, so hat man, indem 
man die Differentiation 3 ähnlich wie oben versteht, 

dF^ _ dFj^ efV _ dF^ dF^ _ ^F^ . 

gy ~" «« ' ö« ~ Öy ' 9a; ~ 9« -' 
hieraus folgt 

&F«. , , ^F^ . , ^F.. , dF.. , , dF^ . , dF^ . 

nebst zwei analogen Gleichungen; dieselben ergeben, verbunden 
mit den Gleichungen, welche den unter (49) und (50) angeführten 
entsprechen, 

F.-iEf^O, F,-iif = 0, F.-^ = 0. 

dt dt dt 

Fasst man daher zwei der Gleichungen (51) als gewöhnliche 
Differentialgleichungen zwischen x, j/, e auf, so sind die ihre 
Integrale darstellenden Gurren Extremalen des Integrals \ Fdt. 
Enthält femer V zwei Constante c,, c,, so ergeben die Gleichun- 
gen f61) 

d'V _ dF^ dp_ , 8^ ^ — ^■/jp ^^r ^\ 

dxdcr dp gCi "•" dq 8c, ^ \ "'"iCi '^ ■^•''^ dcj 

nebst zwei ähnlichen Gleichungen, aus welchen sich nach den 
analogen der Gleichungen (50) ergiebt 

X V- 1/ ■ -\- s = 0, Q ^ 1, 2. 

cxdc ^* 8j/eca ^ 8ifBc„ ' ' 

Die Gleichungen 

9^ = *" 9^ = ^' 
stellen also die Extremalen des Integrals \Fdt dar. Enthält 
dasselbe « -|- 1 Grössen a;, y, ä, . . , , so muss F mit » willkür- 
lichen Constanten behaftet sein, damit es zur Darstellung aller 
Extremalen dienen könne. 

Beispiel. Ist x die Zeit, i/, e, ... die unabhängigen Para- 
meter eines MassensystemB, und setzt man 
dn de 

so ist das HamiUon'sche Princip meistens eine Gleichung von 
der Fortn 
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S ^ H{x,y,e, .. ., p, 5, . . .) dx = 0, 
wobei zwischen zwei gegebenen Werthsyetemen {x, y, z, .. .) zu 
integriren ist; H heisst nachHelmholtz das kinetische PotentiaL 
Will man äas Integral auf die Form 

JFdt 
bringen, bo h&t mau zu setzen 

P=^^ « = p.---, F=x'H{x,...,p.q...), 
so dass 

^' - -^ - * 87 - ä -df - •■■• ^«^ = 8^' •^' - W ■■■ 
Die Jacobi-Hamilton'sche Gleichung entsteht daher durch 
KliminatioD von p, q, ..^ aus den Gleichungen 

Kommt die Zeit :£ in ^ nicht explicit vor, so besteht für die 
Extremnlen die Gleichung 

(63) r,, = c.nsl., p|^+3|| + . ••-«=-*, 

und h ist die verallgemeinerte Gonstante der lebendigen Kraft 
Da sich uud auch in den Gleichungen (52) die Grössen p, q, ..., 
auf die Extremalen bezieben, so hat man 

|r=A, V=hx4- W, 
dx ' ' 

wobei TT die Zeit nicht explicit enthält, und den Gleichungen 
dW^_dH dW dH 
dy dp' de ^ öq ' 

genügt. Ist ti -|- 1 die Anzahl der Grössen x, y, ,. ., so dass das 
System n Grade der Bewegungsfreiheit hat, und sind n — 1 
Constante c„ c,, ..., c„_i in W enthalten, so werden die Be- 
wegungen des Systemes durch die folgenden Gleichungen dar- 
gestellt: 

in welchen rechts willkürliche Constante stehen. 

Diese Betrachtung ist von der Form der Function B un- 
abhängig. Hat man speciell 
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§ 20. 



2T = 



: + ■ 



- H= T+ ü 
tind ist T eine quadratische Form der Grössen p, q, ..., U aber 
Ton diesen frei, so gebt die Gleichung (53), da jetzt 
8T , 8T 

in die gewöhnliche Gleichung der lebendigen Kraft über: 
T= U-\-h. 

§ 20. 
Wie in § 14, dessen Voraussetzungen jetzt allein festgehalten 
werden sollen, sei So eine beliebige reguläre Curve (Fig. 8), 
welche, von 6 ausgehend, den Extremalen des Feldes unter einem 



Fig. 8. 




nicht verschwindenden 
Winkel begegnet und vom 
Punkte durchlaufen 
wird ; 12 sei irgend ein 
den Punkt nicht ent- 
haltendes Stück derCurve 
6. Die Punkte 1 und 2 
seien durch eine weitere 
dem Felde an gehörige 
Curve 2 verbunden, längs 
deren der Punkt 3 von 1 nach 2 laufe. Diese Curve habe die Eigen- 
schaften der in § 17 ebenso bezeichneten, bo dass x^, y^ Functionen 
eines Parameters t sind, welche zu den dort untersuchten (p{t) 
gehören ; der Parameter r wachse in der Bichtung von 1 nach 2 
hin. Durch jede Lage des Punktes 3 geht dann eine bestimmte 
Extremale des Feldes, deren Parameter a ebenso Avie das auf ihr 
dem Punkte 3 entsprechende Argument ( nach § 14 reguläre 
Functionen von x^, y^ sind. Diese Extremale schneidet auf der 
Curve 6o einen Punkt aus, dessen Coordinaten ebenso wie das 
ihr zugehörige Argument t^ nach § 14 reguläre Functionen von 
a und bei hinreichender Beschränkung des Feldes, sowie des 
Curvenstiickes 6o eindeutig bestimmt sind. Setzt man daher 

a(o) = F(J, ,, £„ „) ^ + F,(£ I,,) £, + r^(£, ..., „),.|°, 

80 ist dieser Ausdruck eine reguläre Function von o; wenn 
wiederum 

u = Joj 
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gesetzt wird, lehrt die Formel (31) 

H = IT = - "(") + ^•■<* '"> *• + ^'' (^' ■■•' ") ''f' 

und wenn der Punkt 3 auf einer bestimmten Extremale 03 be- 
weglicli gedacht wird, ergiebt sich unmittelbar 

Nun sind o, t ebenso wie x,, y^ Functionen von t, welche zu 
den in § 17 durch <p(t) bezeichneten gehören; bezieht sich da- 
her jede Differentiation nach r stets auf vordere Ableitungen, 
so ergeben die letzten beiden Gleichungen 

-3f = - °W 37 + ^'^ ■■■' "> K + ^'ß- •■•■ ""' ^ I ■ 

Femer genügt das längs der Gurre 8 gebildete Integral J^j, 
welches als Function von % ebenfalls den Charakter von ff{x) 
hat, der Gleichung 

man erhält daher, indem man |t, t), durch x', y' ersetzt, 
mi+i^ = -"(«) ^ + F. («, ,, «■, rt g 

Die Summe der letzten drei Glieder heisse S oder genauer 
„ / , j da: d«\ 

Liegt nun der Punkt 3 speciell in seiner Anfangslage 1 und 
SF-iner Endlage 2, so sind die entsprechenden Werthe der Summe 
^03 + ^s, 

somit folgt für die Differenz beider 

,/,, — J,, = - d t <?r = — G» (a) ^ dr + ^dr. 

Der erste Summand rechts verschwindet aber; denn setzt man 
J «(«) da = i(a). 
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so ist g ebenfalls eine für a = a^ reguläre Function , und man 
hat 

diese GiöBse hat aber den Werth 0, da a in den Punkten 1 und 
2 denselben Werth ag hat. Somit folgt 



(54) 



^..-7., = -|*(..„^,,.,g,g).. 



und die linke Seite bat ein festes Vorzeichen, wenn dasselbe 
von S gilt. 

Will man in dem Falle, dass alle Extremalen des Feldes im 
Punkte zusammenlaufen , gerade den Extremalenbogen 2 
prüfen, so ersetzt man nur die Curve 6o durch den festen 
Punkt 0; die Formel 

(55) dJoa = du — F^.dx + Fydy, 

die wir nöthigenfalls durch specielle Betrachtungen bewiesen 
haben miisBen, ergiebt sofort 
d(Z. + J,,) _ 



(56) 



''=S, Jo» 



-j;« 



Sdt, 



80 lange nur die zum Vergleich herangezogene Curve 8 inner- 
halb der Fläche bleibt, welche die vom Punkte ausgehenden 
Eztremalen ein&ch bedecken. 

Die einfache Formel (55) für da bleibt nach § 15 auch dann 
gültig, wenn die Curve 6,, von den Extremalen des Feldes trans- 
versal geschnitten wird (Fig. 9); dann verschwindet m(a) identisch. 
Hiervon machen wir Gebrauch, um 
mittelst des Ausdruckes S auch für 
das Extremum mit einer variablen 
Grenze ein Kriterium herzuleiten. Der 
Punkt 4 liege anf der Curve 6oi 2 wie 
bisher auf der Curve ß; beide seien 
durch eine im Felde verbleibende Curve 
S verbunden, welche vom Punkte 3 
i nach 2 hin durchlaufen wird. Dann sind 
Ji3 die Grössen 




1 der Richtung \ 



Anfangs- und Endwerth der Summe J^, 
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Hinreichende Bedingungen des Estremums. 
i hat wie bisher 

äJäs ^ TT ^^ I V ^y d/äj _ „/ dx dy\ 

dz ör ' " dt dr \^ ' y ^^t ^^y. 



aUo 



(57) J4i - /oü = - J <i 



§ 21. 

Die Grösse S, durch deren Untersuchung hiemach die Frage 
nach dem Eintreten des Extremums entschieden werden kann, 
hängt offenbar von dem Punkte 2 (x, y) und den beiden von 
ihm ausgehenden Linienelementen ab, welche auf der Extremale 
des Feldes und der Curve S durch den Sinn wachsender Para- 
meter t und T bestimmt werden. Sind beide Grössen x' und 

dx 

-j— von Null verschieden, so dass man setzen kann 

Dx = -,— dr, Dy := ^ dx ^ pDx^ dy = pdx, 

F(x, y, x', y')dt =f(x, y,p}dx, 

80 ergiebt sich 

(58) Sdv = [ f{x,y,p) + (^ - p)fA^,y,p) -f{x,y,p)\ Dx. 
Zwar kommen die das erstere Linienelement charakterisirenden 
Grössen x^ und y' nur in F^- und Fy vor, welche Ausdrucke 
nur von x':y' abhängen. Daraus kann aber nicht geschlossen 
werden, dass S denselben Werth behält, wenn man das Element 
der Eztreraale durch sein entgegengesetztes ersetzt; denn wenn 
auch F eine eindeutige Function von x' und y' ist, so brauchen 
(§ 3) doch F^ und Fy nicht eindeutige Functionen von x'-.y' zu 



sein. Die Grössen 

n / I • dx dy\ „/ 

brauchen also nicht gleich, ebenso wenig die Grössen 



dx dy\ „/ , , dx 



• {'■ «• ^. »■■ S- sf). «(^' »• "'' «'' - 37' - 37) 



entgegengesetzt zu sein (Beispiele unten). 
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Die beiden Linienelemeote , von denen S abhängt, fallen 
dann und nur dann zusammen, wenn eine positive GrÖBse a 
existirt, welche den Gleichungen 

(59) ^ = «J^, ?- = «? 

genügt. In diesem Falle hat man 

dx 



da nun immer 



so folgt 



F,(.,!,,x',,/') = r,(.,!,,^.^); 
T \ ' ^' dr' dr/ 



? = 0. 



Wir sagen dann, S verschwinde in ordentlicher Weise. Nimmt 
S den Werth Null an, ohne dass die Gleichungen (59) mit einem 
positiven Werthe « bestehen, so nennen wir das Verschwinden 
ausserordentlich. 

Geometrisch kann die Bedeutung der Grösse S gekenn- 
zeichnet werden, wenn wir vorausnehmen, was wir später (§ 30) 
Fig. 10. beweisen, sonst aber jetzt nicht ge- 

brauchen, dass jedes hinreichend 
kleine Stuck einer Extremale im 
Allgemeinen mit einem Felde um- 
geben werden kann. Es seien 7 8 
und 79 die Linienelemente (Pig. 10), 
welche zu den Werthaystemen {x, y, 
dx, dy), (x, y, Dx, Dy) gehören; 
dann ziehe, man in der Kichtung 
7 8 eine Extremale, und umgebe sie 
in der Nähe des Punktes 7 mit 
einem Felde, dessen Extremalen die durch den Punkt 7 gehende 
Curve 6", sowie eine Curve 89 transversal schneiden mögen, 
Erstere werde im Punkte von der durch 9 gebenden Extremale 
des Feldes geschnitten; dann kann Jos oder J78 als Differential 
der von der Curve S" ab gerechneten Grösse u im Sinne des 
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§ 15 aDgesehen werden und man bat nach der Formel (34) 

Jo9 = J",8 = -Plr' {x, y, dx, dy) Dx + Fy, {x, y, dx, dy) Dy. 
Schneiden sich die Extremalen 78 und 09 in einem Punkte 1, 
der Ton 7 aus nach -der entgegengesetzten Seite wie 8 liegt, so 
ist nach § 15 

Jl7 = JlO, Sdl = J,s — J,9 == Jyg — J,j — J"j9. 

Man sieht hieraus, dass die Grösse Sdz vom Coordinatensystem 

unabhängig ist, was auch durch die in § 16 entwickelte Identität 

-Fif (ic, ^1 dx, dy)Dx ■-}- Fy{x, y, dx, dy)By 

= G„.(u, V, du, dv)Dti + e„.(w, v, du, dv)Dv 

ersichtlich wird. 

Speciell kann man daher das Goordinatensjstem so gedreht 
denken, dass für die zwei Elemente 78 und 79 das Differential 
dx dasselbe Vorzeichen bat, d. h. dass beide Elemente nach der- 
selben Seite einer Parallele zur y-kxe hinweisen. Dann sind 
dy - dy dx -^ t^ 
^ dx^ ^ dt dz " 

endliche (rrÖssen, und die Elemente definirt durch die Werth- 
syäteme [x, y, p, dx), {x, y, p, dx). Ist nun F fiir alle vom Punkte 
{x, y) ausgehenden Bogenelemente regulär, so gilt nach § 5 
dasselbe von 

F 
fix, y,p) = -^ 

für alle Elemente, welche in den von den Richtungen 78 und 
79 gebildeten concaven Winkel fallen, da für sie xf von Null 
verschieden ist; / ist also für das Intervall von p bis p regulär, 
und man kann, wenn ein echter Bruch ist, nach (58) setzen 
f (x,y,p)=f(x,y,p)^(p —p)fp {x,y,p) 

-\-\i3 —pyfpp[^^y^p + <>^ — p)\ 

(60) Sdz = - \(p-p)*h^ [X, y, p^Sip-p)] dx. 

Die Grösse S hat das feste Vorzeichen von — Fi und ver- 
schwindet nur in ordentlicher Weise, wenn die Legendve'sche 
Bedingung des starken Extremums erfüllt ist; denn das Product 

fpp [*' yyp-\-^(p — p)} äx 

ist identisch mit der Grösse F^ {x, y, dx, dy) dx*, welche zu dem 
durch den Punkt {x, y) gehenden Bogenelemente gehört, dessen 
Componenten 

dx, [p + ö Qi — p)] dxi^ dy 
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Bind, womit die ansgesprocliene Behauptung bewiesen ist. Wenn 
jedoch nur die Legendre'scbe Bedingung des schwachen Extre- 
mmna als erfüllt vorausgesetzt wird, hat S die hezeichneten 
beides Eigenschaften nur, so lange die beiden bestimmenden 
Elemente 78, 79 von einem in der Integrationsrichtung ge- 
nommenen Element der Curve 6 nach Lage und Richtung hin- 
reichend wenig abweichen. Umgekehrt wird man nicht in gleicher 
Weise vom Zeichen der Grösse S auf das der Grösse J", schliessen 
können. 

§ 22. 

Allgemein hat man, wenn t und a sich auf den Punkt 3 
beziehen, der die Curve 2 darchläuft, 

dx . dt , ^ da dy dt , da 

^=|,^ + |„^,^ = ^,^+^„^. 

3^ = l(, y' = n<- 

Wenn nun längs der ganzen Curve 2 die Grösse S in allen 
Punkten ordentlich verschwände, so würden sich die Gleichungen 
(59) ergeben, und damit 



dz 



Da nun ^ von Null verschieden ist, so folgt für ein endliches 
Intervall des Arguments t: 

dt 
Hieraus folgt, da a als Function von c die Eigenschaften der in 
§ 17 definirten Function <f){t) hat, dass a längs der ganzen 
Curve S constant und seinem Anfangswerth Og gleich sein muss. 
Fällt also die Curve S mit 6 nicht vollkommen zusammen, 
ist femer ein ausserordentliches Verschwinden der Grösse S ent- 
weder überhaupt oder durch Beschränkungen der Curven S aus- 
geschlossen, und findet beim ordentlichen Verschwinden längs 
der Curve 2 kein Zeichenwechsel statt, so sind die rechten Seiten 
der Gleichungen (54), (56), (57) in § 20 von Null verschieden und 
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§ 23. Hinreichende Bedingungen des Extremums. gl 

festen Vorzeichens. Die Extremalen 1 2, 2 ergeben also gegen- 
über den in der angegebenen Weise beschränkten Curven S in 
der That ein Extremum des Integrals tT; und zwar ein Maximum 
oder Minimum, je nachdem S positiv oder negativ ist 

Liegt speciell die Curve S in einer engeren, durch q und pi 
nach § 1? definirten Nachbarschaft des Bogens 12 der Curve 6, so 
liegt der Winkel einer im Sinne wachsender t gezogenen Tangente 
des letzteren mit einer ebensolchen Tangente einer Extremale des 
Feldes, deren Berührungspunkt von dem der ersteren um weniger 
als Q entfernt ist, unter einer Grenze q^, welche mit q un- 
beschränkt abnimmt. Nun giebt es zu jeder Tangente der Curve 
S eine entsprechende des Bogens 1 2, deren Berührungspunkt von 
dem ihren auch um weniger als q absteht und mit ihr einen 
Winkel bildet, der p^ nicht übersteigt; der Winkel der Tan- 
gente der Curve C mit der durch ihren Berührungspunkt gehen- 
den Extremale ist also kleiner als pi -(r Pa ^nd wird bei hin- 
reichender Begrenzung der Nachbarschaft beliebig klein. Um 
das schwache Extremum zu sichern, braucht also S nur für den 
Fall, dass die beiden seinen Werth bestimmenden Linienelemente 
gegen einander und gegen ein in der Integrationsrichtung ge- 
nommenes Element der Curve 6 beliebig wenig geneigt sind, ein 
festes Vorzeichen zu haben, und nur in ordentlicher Weise zu 
verschwinden. Diese Festsetzung kann im Falle a) des § 17 
an Stelle der auf I\ bezüglichen treten, aus welcher sie nach 
§ 21 folgt 

Um femer aus den Gleichungen (54), (56), (57) des § 20 
auf das starke Extremum schliesseu zu können, muss erstens 
der Integrand fiir beliebig gerichtete Linie nelemente des Feldes 
regulär sein, sodann aber die Grösse S(^i y, a^i y\ Dx,Dy) die 
oben bezeichneten Eigenschaften haben, wenn (Dx, Dy) ein be- 
liebiges, vom Punkte {x, y) ausgehendes Linienelement ist, x\ y' 
sich aber auf die durch diesen Punkt gebende Extremale des 
Feldes beziehen. In den früher (§ 17) aufgestellten Kriterien des 
starken Extremums kann daher die Legendre'sche Bedingung 
im Falle b) durch die weniger fordernde Weierstrass'sche 
ersetzt werden, dass die Grösse S (x, y, ar*, y', Dx, Dy) in allen 
Punkten eines gewissen, den Bogen 02. umfassenden Gebietes 
ein festes Vorzeichen besitze und nur verschwinde, wenn "die 
Linien-elemente {sd, y') und {Dx, Dy) zusammenfallen. 

In beiden Fällen a) und b) kann femer die in § 16 und 17 

Enfiaer^ VarialloDirecluiung. g 
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wesfintlich benutzte Fordernng, dass der Integrand F nicht ver- 
schwinde, fallen gelassen werden, da die gegenwärtige Entwicke- 
lung offenbar von dieser Voraussetzung unabhängig ist 
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wobei ds, Ds die den positiven Diiferentialen d*, dr entsprechen- 
den Bogen elemente sind. Die Grösse S ist also niemals positiv, 
und verschwindet nur, wenn is undDs zusammenfallen. Dasselbe 
ergiebt die Formel (58) des § 21, wenn man setzt 



( = VT+T* dic, F (^> y. ^. ^) dr = Vi +^' ■Da'. 

wobei die Quadratwurzeln das Zeichen des neben ihnen stehen- 
den Differentials haben müssen; man erhält 




Fd 



fTT^ Vi- 

nnd auch dieser Ausdruck ist nie positiv, da 

positiv, die danebenstebende Klammer aber negativ oder Null ist 
infolge der Ungleichung 

(i+»)'S(i + P')(i+f')- 

(reometriscb bedeutet dieses Resultat nach § 21, dass in einem 

Dreieck 179, iu welchem die Seite 79 im Verhältniss zu den 

anderen klein ist, die Ungleichung 

(61) 7,9 — 7,, — ^7» < 

gilt, d. h. die Summe der Seiten 17, 79 ist grösser als 19. Der 

mittelst des Ausdruckes <§ geführte Beweis für das Eintreten des 
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§ 23. Uiareichende Bedingtiiigeii des Estremams. 83 

Extremume lässt sich in dieser Aufgabe TÖllig elementar geo- 
metrisch deuten. Sind 115 drei Punkte (Fig. 11) einer Geraden, 
7, a zwei Lagen des Punktes 2, Fig. ii. 

der eine beliebige Curve 45 
von 4 nach 5 hin durchläuft, so 
hat man nach (61), indem man 
Iiängen gerader Strecken durch 
J bezeichnet 

die Grösse t^, -|- <7i; nimmt also ab, und hat zu Anfang einen 
grosseren Werth als zu Ende der Bewegung des Punktes 2. 

Aufgabe II (§ 9). Die Grösse § unterscheidet sich von der 
für die Aufgabe I erhaltenen nur um den positiven Factor j/, die 
Weierstrass'sche Bedingung des starken Minimums ist also 
erfüllt 

Führen wir die hyperbolischen Functionen ein und setzen 

' 2 ' 2 " gtflÄ (So| z 

wobei die Gleichungen 

tSoj»^ — ©in'« =: 1, dgoji' = ^xassAss, d©in« = <lt\zdz, 

bestehen, so gelten für' die Extremalen die Gleichungen 
(62) j, = a6oJ^^, j, = ©i„£:iL*. 

Wir fassen speciell diejenigen Extremalen ins Auge, welche 
die gegebene Curve ©o transversal, d. h. rechtwinkelig (§ 11) 
schneiden. Die Gleichung dieser Curve sei 

j/«-/(^«); 

dann sind die Constanten der senkrecht schneidenden Extre- 
malen den Gleichungen 

^0 = oßoi ^^ ~ , 1 -{-p^f'ix») = 

unterworfen, oder, wenn 

X — b Xt) — b 

a ' " o 

gesetzt wird. 



By Google 



84 Dritter AbBohnitt § 2S. 

(63) /(xo) = ®d( Uo, 1 + /' («») Sin uo = 0. 

Differenzirt tnaii hier und in der ersten Gleichung (62) nach 
a:, a^o, o, b, 80 ergiebt sich 

dy = ©in«dic -|- 0.d«o + (6oi« — «©in«) da — ^inudb, 
= [©in«o — /'(«o)] ''^o + (6of"o — «oSinw,,) da 
— ©in «,(?&, 



= 



Die Determinante der mit da, d& behafteten Glieder in den letzten 
beiden Gleichungen ist 

jj, f (xq) gof % I eoiMo — MjStnito — ©inMo 1 f'{xo)fiD\^Uo 

a I — Mfl — l| — a' 

also von Null verschieden, wenn, was wir voraussetzen wollen, 
die Curve ©o an der betrachteten Stelle nicht der x-Axe parallel 
läuft. Man kann daher a und b als reguläre Functionen von x^ 
aus den Gleichungen (63) bestimmt denken, und erhält y durch x 
und Xg ausgedrückt. Da ferner y längs jeder Kettenlinie eine 
eindeutige Function von x ist, kann man t ^= x setzen; für die 
Eztremalen schar, welche &„ senkrecht schneidet, erhält man daher 

d (x, Xa) dXt " ^ 

Aus den Gleichungen (64) ergiebt sich aber, indem man da und 
db durch eine elementare Rechnung elimiuirt, 

Mdy = M^inudx + dxo (■■■), 
wobei der Factor von dxa die Determinante der Ooefficienten 
von dXf, da, db in den citirten Gleichungen ist; man hat daher 

6of M — « Sin M — ©in u 

®muo ~ f{Xf,) 6d(mo— «oSinwo —©in«, 

^^'6oi«o+/"(a^o)©in«o --^^«oSoiwo --^^go 

So lange dieser Ausdruck nicht verschwindet, hefert der im Punkte 
die Linie ^ senkrecht schneidende Extremalenbogen 02 ein 
starkes Minimum der Eotationsfläche, verglichen mit allen Curven, 
die 6o mit dem Punkte 2 verbinden. 

Berücksichtigt man ferner die zweite Gleichung (63) und setzt 
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§ 23. Hinreiotende Bedingungen des Extremuma. 85 

80 ist \r\ der Krümmungsradius der Curve dig und man kann 
schreiben 

„ ©oi'Uo I ßofu — « ©iiitt ©in« 1 

r©in*M(i I 6o(«o — «»©inMo ©inwo I 

6o|« — u ©in« — ©in« j 

ßojMo 6l9ttoSo(Mo — UoSinwo — @inHo . 

— 1 Mo 1 I 

Geht €o in einen unendlich kleinen Ereis über, so wird r = 0, 
und die Gleichung ^^ = erfordert 
I Sofu — M Sin« ©inu 



g.OJ'Mo 

3/0 ©in M» 



I ®d(mo — uoSinMo ©in« 
oder 



= 0, EtflM — « ^^ Stgtt,) — «0 



_y« 



diese Gleichung drückt aus, dass die Tangenten der Extremale 
in den Punkten und (x, y) sich auf der a;-Axe schneiden. So 
lange dies also für keine zwei Tangenten desBogens 02 eintritt, 
bilden die durch den Funkt gehenden Extremalen ein Feld 
jedes Bogens 12, der ein Theil von 02 ist. Da nun die Punkte 
and 1 einander beliebig nahe rucken können, so folgt, dass 
jeder Bogen der Extremale, von dessen Tangenten keine zwei 
Bich auf der :r-Axe schneiden, ein Extremum bei festen End- 
punkten liefert. 

Im allgemeinen Falle einer endlichen Krümmung der Cnrve 
60 hat die Gleichung ^^ =; die Form 

A (goftt — MSin«) + .BSinu = 0, 
wobei A und B allein von Wo, y^ und 1 : »■ abhängen, und in 
Bezug auf die letzte Grösse linear sind. Ist A von Null ver- 
schieden, so kann man die Gleichung schreiben 

(65) e,j„_„_)_| = 0; 

die Unke Seite hat dann die Ableitung 

~ ©m*M ~ ' 
nimmt also bei wachsenden Werthen von u beständig ab. Nun 
findet man leicht 
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6t9(+ a>) = +l, 6t9(±0) = ± CO, 
die Gleichang (65) hat also eine einzige endliche Wurzel, wenn 

\S\>\Ä\. 
anderenfalls hat sie keine Wurzel. Fixirt man ferner U(, und y^, 
d. h. hält man den Punkt und die Richtung der Cnrve @o fest, 
so kann über die Krümmung dieser Gurre so verfilgt werden, 
dass S:A einen gegebenen Werth erhält; man kann also dnrch 
passende Wahl von r immer erreichen, dass die zur Curve S, 
senkrechte Extremale in einem gegebenen Punkte 2 aufhört, mit 
Sicherheit ein Minimum im Vergleich zu den die Gurre 6^ mit 
dem Funkte 2 verbindenden Curven zu liefern. 

Aufgabe IV (§ 9). Ist S eine beliebige, in der uij/-Ehene 
vom Punkte w = y = ans durch die Halbebene j( >■ zur 
Linie y wieder herabsteigende Linie mit den Stetigkeitseigen- 
Bchaften der ebenso bezeichneten in § 17, und hat der Para- 
meter I im Coordinatenanfangspunkte den Werth To, so ist, in- 
dem w für das Zeichen u des § 9 gesetzt wird, 

mit positiver Quadratwurzel, also sicher 

(67) «S|.|f^..6f. 

Das Gleichheitszeichen gilt nur dann, wenn zwischen tg und e 
immer 

dl 
ist Die entsprechende Ourve Si in der x^-Ebene liegt also im 
ersten Quadranten (a; > 0, y > 0) and im Inneren , d. h. auf 
der concaven Seite der Parabel 

(68) y^ = 2x. 

Das Innere dieser Parabel wird durch die vom Punkte 0(x^y=^0) 
ausgehenden Extrem alen 

(69) • i-£ = |/i _(!)', $ = 2.-y 

genau einfach bedeckt, da sich aus diesen Gleichungen ein ein- 
ziger positiver Werth von a^ ergieht, wenn x, y gegeben sind und 
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2 « — y" positiv ist. Geht die Curre 2 zuerst ein Stück weit 
parallel der y-Axe, so hat die Curre S, ein entsprechendet^ 
Stück Ol mit der Parabel (68) gemein, welches für J den Bei- 
trag Null ergiebt; ist daher 3 der Endpunkt der Curve S^, also 
(f, =: 0, so hat man längs derselben 
<70) Jos = ./ij. 

Hat die Gurve S, die Parabel einmal yerlassen, so kann sie die- 
selbe nicht wieder erreichen, da dann dw : dt wenigstens strecken- 
-weise von Null verschieden ist, in der Relation (67) also das 
Oleichheitszeichen nicht mehr gelten kann. 

Die Ellipsen (69) bilden ein Feld innerhalb derjenigen Hälfte 
der Parabel (68), für welche y >■ ; denn hier ist 

! = { = (, y=,= |/2t-(^)', 
■woraus sich ergiebt 

. _ 8 (S, n) _ 3y _ !! |^2( - ^-V~" 

■ein Werth, der o&enbar von Null verschieden ist. Man findet 
■femer, wenn a und die Quadratwurzel positiv, und 2 irgend ein 
Punkt des betrachteten Gebietes ist: 

(71) „ = J..=|j,Vi^^l/55ifa = |f <i«=f -3^, 

und verificirt leicht, indem man dy mittelst der Gleichung (69) 
durch dx und da ausdrückt, und af, ^, p auf die Extremaleu 
des Feldes bezieht, die Gleichungen 

F^ = o, Fy = — ay^p, du = F^.dx + F^dy; 
daraus folgt, wenn der Punkt 2 längs der Curve S, von 1 bis H 
läuft; 

d(Joa ^J^;) = SdT, 
und man hat nach der Formel (58), wenn Dx und p sich auf 
die Linie 8|, p auf die Extremale bezieht, 

lyi-!/'!'' I 

wobei die Quadratwurzel im Nenner positiv ist Nun liegt für 
jede in Betracht kommende Richtung die Grosae 
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dy dy 

^ dx ~ ^dy' -f dw» 

zwischen den Grenzen ± 1 und erreicht diese selbst auf der 
Extremale des Feldes nur für i/ r= 0; so lange also y nicht ver- 
schwindet, ist y^pp ein echter Bruch und die Grösse 1 — y^pp 
positiv. Dasselbe gilt, da y und Dx positiv sind, von Sdr offen- 
bar, wenn yi — y^p* negativ ist; hat diese Grösse einen posi- 
tiven Werth, so folgt aus der allgemeinen Ungleichung 

(1 _ „fl. a (1 - «■) (1 - ß'), 

dass Sdi nie negativ ist und nur verschwindet, wenn p =z p^ 
d. h. nur in ordentlicher Weise, da das auf die Extremale be- 
zügliche Differential dx ebenso wie J)x positiv ist Besteht die 
Gleichung 

1 — ya^s = 0, 
so ist zwar der in x, y ausgedruckte Integrand des Integrals J 
Singular; die ursprüngliche Definition 

T C . ^^ 3 r ./■; 7=1 dx , 

•^'=Jä' 37 '*' = ]'""-»* E''' 

lehrt aber, dass Jag trotzdem eine Function gi{T) im Sinne des 
§ 17 bleibt. Die Grösse dJjj verschwindet in diesem Falle; du 
hat den Ausdruck ■ 

du = a (1 — y^pp) dx, 
bleibt also positiv. Wenn daher S auf der Curve ß, nicht 
überall ordentlich verschwindet, d. h. wenn diese Curve nicht 
mit einer der Extremalen (69) zusammenfällt, so wächst die 
Grösse t/oa ~l~ ^m beständig, so lange der Punkt 2 zwischen 1 und 
3 liegt; in diesen Punkten selbst gelten freilich unsere Be- 
trachtungen nicht mehr. Nähert sich der Punkt 2 den Lagen 
1 und 3, so convergirt jene Grösse gegen die Grenzwerthe 
t/iä und JJ13; denn wenn der Punkt 2 sich einer bestimmten 
Stelle der Parabel annähert, ergeben die Formeln (69), (71) 

lim - ^ 0, lim u = lim Jo s ^ 0- 

Aus dem Verhalten der Grösse S ergiebt sich also mit Be- 
rücksichtigung der Relation (70), wenn S, nicht eine der Gurren 

(69) ist. 
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d. h. die Kugel bat grösseres Volumen als der durch Rotation 
der Gurve Si entstandene Körper von derselben Oberfläche. 



§ 24. 

Geht man die Gurve IS vom Punkte hva m der Richtung 
Tschsender t entlang, so sei 6 der erste Punkt, in welchem, 
nachdem man verlassen hat, die Grösse ^ verschwindet. Wir 
setzen voraus, dass dies eher eintrete, als die Functionen | und ij 
ihre vorausgesetzten Eigenschaften längs der Gurve 6 verlieren, 
so dass 6 noch ein regulärer Punkt dieser Gurve ist, in dessen 
Umgebung durch Ungleichungen 

\t~'h\<e,\a-ao\<s 
für die Grössen t, a ein Gebiet f^' definirt wird, innerhalb dessen 
die Functionen J, jj, F (^ tj, |(, tji) regulär bleiben und die Grösse 
I? 4" *?? von Null verschieden ist. Die entsprechenden Punkte 
{x, y), welche durch die Gleichungen 

x=^it,a), y = n ((, a) 
bestimmt werden, gehören dem Felde eines Theila der Gurve 6 
nicht mehr an, da sie im Allgemeinen gewisse Gebiete der 
Ebene doppelt bedecken. Nimmt, wie früher, im Punkte die 
Curve @i> ihren Anfang, welche von den Extremalen des Feldes 
transversal geschnitten wird, so nennen wir 6 den extremalen 
Brennpunkt der Gurve 6o auf der Extremale IS; zieht die 
Gurve 6« sieb in den Punkt zusammen, durch welchen dann 
auch alle Extremalen des Feldes gehen, so heissen und 6 
conjugirte Punkte oder ausführlicher extremal con- 
jngirte Punkte. Z. B. sind nach § 23 bei der Aufgabe II 
conjugirte Punkte dadurch charakterisirt , dass ihre Tangenten 
sich auf der :t:-Axe schneiden; der extremale Brennpunkt einer 
beliebigen Gurve Q^ wird durch die leicht discutirbare Gleichung 
(65) definirt. 

Wichtige Eigenschaften der conjugirten und Brennpunkte 
beruhen darauf, dass die Grösse ^ einer linearen Differential- 
gleichung genügt, welche allein durch die Eztremale 6 bestimmt 
wird. Zu dieser Gleichung führt die geometrische Bedeutung der 
Grösse ^, welche aus folgender Betrachtung erkannt wird. Ea 
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^72) x = ^(t,a),y =ri (f, a), 

x = ^{z,a -\- Sa), y = 7j (i, a -f- da) 
zwei benachbart« Extremalea des Feldes und liege der Punkt 
(2, y) auf der Normalen der ersten Curve im Punkte (x, y). Die 
RichtungscosiDus dieser Geraden sind 



nimmt man die Quadratwurzeln positiv, so beziehen sich diese 
Grössen auf diejenige Richtung, welche zur Richtung wachsender 
t so liegt, wie die +j/-Axe zur -|-a;-Axe. Die Gleichung der 
Kormale ist 

ß — x)3f-\-(g-y)y' = 0; 
die Gleichungen (72) kann man schreiben 

w - X - {h {t - t) -^ iJa -\~ [z - U Sa]^ ] = 0, 
y-y- {rj,(t-t)-\- 7,Ja + [r - t, da], \ = 0, 
wobei die Grössen |(, ^a, ... für das Äi^umentsystem t, a zo 
nehmen sind. Die Function aldeterminante der linken Seiten 
dieser drei Gleichungen nach x, y, t ist, wenn für diese x, y, t 
gesetzt wird: 

«■ </■ [ 

1 _{,=«'■ + /., 

1 —,,1 

also von Null yerschieden; man kann daher die Grössen x — ar, 
y — y,T — t nach Sa entwickeln, wobei die linearen Glieder 
dieBelben sind, wie wenn die Gleichungen jene drei Differenzen 
nur streng linear enthielten; somit folgt 

_ — fit^Sa , rt -I — ii^Sa , r» T 

»-- = -|F^ + l''''l.- »-s'^il+^ + P«)., 

oder, wenn 

Jba 

gesetzt wird, 

i^ — :r = Xo) + \Sa\, ^ - j/ = ro + [Äa],; 
6) ist also der Normalabstand der beiden Extremalen, wenn Sa 
unendlich klein wird, positiv oder negativ genommen, je nachdem 
die Richtung zum Punkte {x, y) hin mit der oben definirten 
Normalriehtung übereinstimmt oder nicht. 
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Nun beschreibt der durch die Gleichungen (72) definirte 
Punkt (,x, y) bei willkürlich festgelegtem Werth von Sa eine 
Extremale; sind wie in § 4 die Gleichungen einer aolchen 

P = 0, Q = 0, 
eo kann man in ihnen x, y für x. y substituiren und nach ba 
difFerenziren ; setzt man sodann Öa = 0, so ergiebt z. B. die 
erste Gleichung 

ep _0£_ ep _g^ gp ^5;;_ ep^^ _ 

dx d&a ~f Zif dba ~^ dx" dSa "*" dy dSa "" ~ 
Dies Resultat kann auch in folgender Weise ausgedrückt werden: 
es gelten die Gleichungen 

ÄP=0, ÖQ = 0, 
wenn man setzt 

(74) Öx=etX, äy = a¥; 

letztere Gleichungen definiren, wie wir sagen wollen, eineNormal- 
Tariation. Da nämlich offenbar bis auf Glieder [äa]a die 
Gleichungen 

^ dx -V s 8« „ 

äÄÖ ~ " ' 'diä ~ ^ 

gelten, so kann man die Operationen 

S, da 3-j— 
coa 

bei der Voraussetzung (74) als identisch betrachten. Um die 
angedeuteten Rechnungen durchzuführen, gehen wir von den 
Identitäten 

dt dt 

aus; letztere ergiebt leicht 

und analog findet man 
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Jetzt werde die in § 16 definirte Grösse F, eingeführt und be- 
rücksichtigt, dass für die Normalvariation (71) 

y'«a^ — x'S^ = — €o' Va/a -|- y'J; 
setzt man noch 

F' = F, (a^- + ;,'■), 

80 ergiebt sich aas den hingeschriebenen Werthen von dP 
und SQ 

X8P -\- YS Q = F^m — X j-^ (F'Xm') — T ^ (F» Tra'); 
mit Berücksichtigung der Identitäten 

folgt hieraus 

(75) xäP+r*e = i',„-^(f.^), 

und dies ist, was wir später benutzen, eine reine Identität bei 
der Voraassetzung (74) und beliebigen Werthen von m. 
Nimmt man für m den Werth (73), so ergiebt sich 

XSP+YSQ = 0, f.<.-^(f.^) = 0. 

Wenn daher längs des betrachteten Stückes der Extremale 

x=^^(t,a), y = n {t, a), 
etwa längs des Bogens 06 die Grösse F] von Null verschieden 
ist, so genügt m einer linearen Differentialgleichung, deren 
Coef&denten, wenn man sie in der Form 

a" + Mta' -}- J^m = 
schreibt, von to bis fg reguläre Functionen von t sind. Dia 
Grösse o kann daher, wenn sie nicht identisch verschwindet, 
nicht zugleich mit ihrer Ableitung nach i verschwinden und der 
Gleichung (73) zufolge gilt dasselbe von J, so dass jedenfalls 
^t (k, «o) ^ 0. 
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Die erhaltene Ungleichung zeigt, dass man die Gleichung 
(76) /} ((, d) = 0, 

der das Wertbaystem (j, a^ genügt, in der Umgebung desselben 
nach t auflösen kann ; achreibt man diese Gleichung in der Form 
^t ((«, flo) (t — ifi) + ^« (f«. Oo) (o — Oo) + [o — ao, i — iela = 0. 
so ist klar, dass man aus ihr erhält 



- (- r=- 



'dt 



{a — Oo) + [a — «uIj. 



Substituirt man diesen Werth in die Entwickelungen 7on | und 
1} für die Umgebung der Stelle 6, so wird durch die Gleichungen 

= I ((, a) = 376 + [a — ao]i 

. 1? (t, a) = y^-\~[a — «„], 
eine Curve definitt, welche den Punkt 6 enthält und durch 6 
bezeichnet werde (Fig. 12). Sie ist in allen Punkten, welche 



(77) 



hinreichend kleinen, nicht 
schwindenden Werthen von ja— ao| 
entsprechen, regulär; im Punkte 
6 selbst kann sie einen Rück- 
kehrpunkt darbieten oder auch 
speciell sich ganz in diesen Punkt 
zusammenziehen. Letzteres ge- 
schieht in dem Falle, dass die Po- 
tenzreihen [ö — ao]i in den Glei- 
chungen (77) identisch verschwin- 
den. Die Incremente der Coordi- 
naten beim Fortgang längs dieser 
Curve haben folgenden Ausdruck 

dx 

da 



Fig. 12. 




da \ dal 



Dy = 



Tltiäg »Ja^t 



da: 



da nun |f und rjt nicht zugleich verschwinden, so kann die 
Gleichung (76) in einer der Formen 
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geschrieben, und hieraua eine der Doppelgleichungen 



(78) 



Bx = #C,. + „Äda = i 






gefolgert werden; die Curve @ wird also in jedem ihrer Punkte, 
welche yon 6 hinreichend wenig entfernt sind, von derjenigen 
Extremale des Feldes berührt, welche zu demselben Werthe von 
a wie der betrachtete Punkt gehört. Die Curve ist also Enve- 
loppe der Extremalen des Feldes, und die Existenz einer solchen 
unter den eingefiihrten Voraussetzungen erwiesen. 

Längs der Gurre @ nähert man sich nnn dem zu a ^^ Og 
gehörigen Punkte 6, wenn man o am da vermehrt und annimmt 

(79) (o — Oo) da < 0. 

Wenn femer |, im Punkte 6 nicht verschwindet und 

(80) i. g|'(„_„,,<0, g||'>0, 
SO ist bei der Annahme (79) 

bei dem durch die Relation (80) bestimmten Vorzeichen der 
Grösse a — o« haben daher die Grössen §i und Dx dasselbe Vor- 
zeichen, und stimmt der nach dem Punkte 6 hin gerichtete Fort- 
gang längs der Gurve € überein mit der Richtung wachsender t 
längs der berührenden Extremale. Diejenige Hälfte der Curve 
@, fiir welche die Ungleichung (80) gilt, nennen wir €,; längs 
derselben hat man nach (78) die beiden Gleichungen 

(81) Hx = a,|(di = «dx, Dy = a.Tjidt = a.dy, 

wobei a positiv ist. Zweifelhaft wird die Existenz eines solchen 
Bogens ISi nur in dem Falle 

g|' = o, |,A-{.4!' = o, 

in welchem anch die Gleichung 

j, g |'= „z,. - n.J. |"= n, (a -^) 1' = 

besteht. Dann hat möglicherweise (Fig. 13) die Curve (S im 
Funkte 6 einen Rückkehrpunkt; nur wenn beide Zweige vom 
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I Bedingungen dei 



Extrt 



Punkte 6 in der Richtung fortgehen, welche auf der Curve 6 
wachsenden Werthen von t entspricht, ist kein Bogen @i vor- 
handen. Wir bezeichnen Fig. 13. 
dies als den Ausnahmefall. 
Wie früher sei ein 
Punkt der Curve Ko and 3 
ein mit ihm auf derselben 
Extremale des Feldes lie- 
gender Punkt, auf den sich 
die Argumente u und t be- 
ziehen. Dann ist die Grösse 



=7., =Jr(j, ,,{,,„)<«' 




nicht nur, wie wir wissen, 

im Felde, sondern auch in 

demjenigen Gebiete ©' eine 

reguläre Function von a und t, in welchem die Grössen |, j; 

F (g, 1], li, r]t) regulär bleiben. Die Gleichungen 

|2 = F, (I, ,, |„ ,.) {. + F, ({, ,, h VO V., 

welche zunächst für das Feld abgeleitet sind, gelten daher auch 
im Gebiete @', da in diesem ihre rechten wie linken Seiten regu- 
läre Functionen von a und t bleiben. Speciell sei 3 ein Punkt 
der Curve @; dann hat man beim Fortgang längs derselben 

du = F^ (I, ..., Jj,) (|„do + |,dO 4- Fy.{^, ..., tjO in^da + ntät) 

= F^ (I ^0 -D^ + F^ «,-■-, nd Dy. 

Andererseits bilde man längs der Curve @ das Integral 

JsK =^F{x,y, Dx,Dy), 

80 dass das Zeichen D der nach dem Funkte 6 hin gerichteten 
Bewegung längs der Curve @ entspricht. Dann ist 

dJsi = — Fix,y,Dx,Dy) = — F(^,7i,I>x,I>y). 
Diese Grösse ist der Tür du erhaltenen entgegengesetzt, wenn 
man die Homogeneitätsgleichungen 
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F^ (I. V. Ife lO = -F^ (l n, Dx, Dy), 

Fy. (I, »I, St, 7,0 = F^ (I, j,, Dx, Dy) 

emweudeu kann, also wenn die Gleicbungen (81) gelten und u 

positiv ist, 80 dasB der Funkt 3 dem Bogen €i angehört. In 

diesem Falle hat man die Gleichnngen 

F^ (1, ..^ 7,.) Dx + Fy. (!,..., vd I>y = -FV (I. n, Dx, Dy) Dx 
+ Fy. (I, 7?, Dx, Dy) Dy = F (|, .,, Da^ i>s(). 
d« + dJas = d (7,s + J„) = 0. 
Da nun, wenn der Abstand der Punkte 3 und 6 unendlich klein 
wird und damit die Extremalen 03 und @ zusa^men&Uen, offen- 
bar die Gleichung 

lim (7,, + jjs) — j;« 

gilt, so folgt allgemein 

(82) <ro» + J,6= Jos. 

Zieht sich die Curve @ in den Punkt 6 zusammen, so erhält 

man offenbar 

J»6 = 0. 
DieWertbe von J^t ^uf den vergcbiedenen Extremalen des Feldes 
sind also gleich. 

Jetzt kann die Curve 36, welche aus dem Extremalen- 
bogen 03 und dem der Curve 6i angehörigen Stücke 36 be- 
steht, als der engeren Nachbarschaft des Bogens 06 angehörig 
aufgefasst werden; denn sobald der Abstand 3 6 hinreichend 
klein geworden ist, sind die Tangenten des Bogens S6 von 
der des Punktes 6, und die Tangenten der Extremale 3, 
welche stetig in den Bogen 6 übei^eht, von den Tangenten 
des letzteren beliebig wenig verschieden. Der Bogen 036 ge- 
hört also zu denjenigen Gurven S, mit denen man den Bogen 06 
vergleichen müsste, wenn dieser das Integral J auch nur zu 
einem schwachen Extremum machen sollte im Vergleich zu anderen 
die Curve So und den Punkt 6 verbindenden Linien. Dann 
müsste die Differenz 

ein festes Vorzeichen haben, ohne zu verschwinden, während sie 
nach (82) den Werth Null hat. Der Extremalenbogen 06 liefert 
also sicher kein Extremum des Integrals J, auch kein schwaches; 
das Extremum hört vielmehr in der durch die Gleichung (82) 
näher bezeichneten Weise im Punkte 6 auf. Hiermit ist, die 
Existenz des Feldes vorausgesetzt, folgendes Resultat bewiesen. 
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Wird die reguläre Gurre 60 von der Extremale 6 im Paukte 
transverBal geschnitten, und letztere vom Punkte 5 durch- 
laufen, so hört der Bogen 05 auf, ein schwaches Extremum des 
Integrals J unter den vom Punkte 5 zur Curve 60 gehenden 
Linien zu liefern , eohald der Punkt 5 in den Brennpunkt 
der CUTve 60 hereinrückt. Dasselbe gilt, wenn die Curve @o 
sich in einen Punkt zusammenzieht, bezüglich des Kxtreninnie 
unter den die festen Punkte und 5 verbindenden Gurven , so- 
bald der Punkt 5 in den zu conjugirten Punkt übergeht. 
Eine Ausnahme findet nur statt, wenn die stets vorhandene Enve- 
loppe der Gurven des Feldes im Brennpunkte einen Rtickkehr- 
pnnkt Von besonderer Art besitzt; in diesem Falle lehrt unsere 
Betrachtung, dass in beliebiger Nähe des von zwei conjugirten 
Punkten begrenzten Extremalenstückes andere solche liegen, 
welche mit jenem den Anfangspunkt gemein habend und so be- 
Bchaffen sind, dass sie sicher kein Extremum mehr liefern. In 
Fig. 13 z. B. bat man offenbar 

Jj, = /o, -I- J,g. 



§ 26. 

Beispiel. Bei der geradlinigen elastischen Schwingung 
eines materiellen Punktes führt das Hamilton'sche Princip 
auf das Integral 

dessen Extremalen durch die einfache Gleichung 

bestimmt werden. Die Extremalen 

y^a sinx 
gehen alle durch den festen Punkt (x = t/ ^ 0), in welchen 
wir die Gurve 60 zusammengezogen denken. Setzt man x =^ t, 
so erhält man 

. 8 (x, as inx) . 

für den dem Punkte conjugirten Punkt 6 ist also x ^ n, in 
seiner Umgebung sind oö'enbar x und a sinx reguläre Functionen. 
Die Curve 6 zieht sich in den Punkt 6 zusammen, da alle Extre- 

Knaier, VmiiatlCHiar«i1liuiiiq(. j 
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malen der betrachteten Schar dnrch ihn hindurchgehen. Die 
längs ihrer erhaltenen Integrale J haben gleichen Werth: 

J,g = Uada;(cos'ic — üfiflx) ^ ;r ^= 0. 

J ^ [o 

Derselbe Fall tritt ein bei den grössten Kreisen der Kugel 
als kürzesten Linien; zu jedem Punkte ist der diametral gegen- 
überliegende conjugirt. Auf den von einem Nabelpunkte aus- 
gehenden geodätischen Linien eines dreiaxigen Ellipsoids ist der 
diametral gegenüberliegende Nabelpunkt dem Ausgangspunkte 
conjugirt, und die beide Terbindenden geodätischen Bögen sind 
von gleicher Länge. 

Das einfachste Beispiel fiir die allgemeine Gleichung (82) 
bietet die Gruodeigeuschaft der Evolute, durch ihren Bogen die 
Differenz der ihren Endpunkten entsprechenden Krümmungs- 
radien der Evolvente zu messen. Man erhält diesen Satz, indem 
man die Gleichung (82) auf die Aufgabe I anwendet, und die 
Evolvente als Curve @o betrachtet. 

Aufgabe VI (§ 11). Eine Aebnlichkeitstransformation, 
deren Gentrum auf der a^-Axe liegt und die Abscisse x^ hat, 
wird durch die Gleichungen 

y = «y, x — x^ = a{x — Xo)^ S = a« — {« — 1) »o 
definirt Hat man also durch die Gleichungen 

eine Extremale dargestellt, so beschreibt der Punkt (x, y) eben- 
falls eine Extremale. Eine beliebige Tangente einer solchen hat, 
wenn X, Y laufende Coordinaten sind, die Gleichung 

schneidet also die a:-Axe in einem Punkte T, dessen Abscisse 



ist Da nun hiemach 

dX _ y_ 

dp j)2' 
und die Werthe p ^= 0, p^-\- co für X die entsprechenden ~ « , 
-j~ <x> ergeben, so durchläuft der Punkt T, wenn a und damit y 
positiv ist, die x-Axe genau einmal im positiven Sinne, wenn 
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p wachsend alle positiven Werthe, der Berührungspunkt der be- 
trachteten Tangente also {§ 11) die ganze Curve durchläuft. 

Jetzt sei (Fig. 14) eine Gerade 6o unter dem spitzen Winkel 
^ gegen die -|-a:-Axe geneigt; dann wird sie von einer Extre- 

Fig. 14. 




malen 5 im Punkte transversal geschnitten, wenn in diesem 
die Gleichung 

" 3 + j,< 1 + 1 (:+,., 

besteht, welche offenbar 

(83) tgilp^zp 

ergebt. Zu einem gegebenen Werthe von tg tii gehören zwei 

reelle Werthe von j), deren Product 3 ist, sobald die Ungleichung 

tgili<:^, i/><30« 

besteht; einer jener Werthe, den wir zur Construction von ß 
benutzen, ist daher kleiner als Ys und gehört zu einem Punkte des- 
jenigen Zweiges der Extremale, dessen Stücke ein Minimum des 
Widerstandes (§ 18) ergeben. Ist femer 7 der Schnittpunkt der 
Tangente der Extremale im Punkte mit der x-As.e, 8 der Schnitt- 
punkt dieser mit der Geraden ©oi so Hegt nach (83) der Punkt 
7 rechts von 8, d. h. nach der positiven Seite hin. Durchläuft 
daher ein Punkt die construirte Extremale 6 von aus in der 
Richtung wachsender x, also abnehmender j), so bewegt sich der 
Punkt T von der Lage 7 aus nach — w hin, erreicht also in- 
zwischen dieLage 8; der Berührungspunkt der durch 8 gehenden 
Tangente der Curve S sei 6. 

Den Punkt 8 mache man nun zum Centrum einer Scliar 
von Äehnlichkeitstransformationen ; dieselben führen die Curve 6 
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in eine Schar von Extremalen über, welche die Gerade Q.o trans- 
versal Bchneiden, und die Tangente 68 berühren. Letztere ver- 
tritt also die Enveloppe 6 der allgemeinen Theorie, 6 ist der 
Brennpunkt der Geraden 6o auf der Curve 6, und 6i ist die 
Strecke 68. Ist 2 irgend ein Punkt dieser Strecke, und schneidet 
die in ihm berührende Extremale der conatruirten Schar die 
Gerade Q-o im Punkte 1, so gilt für das Widerstandsintegral die 
Gleichung 

wobei (/as längs der Geraden 68 gebildet wird. Lässt man da- 
her den Punkt 5 längs der Gurve € laufen, so giebt der 
Bogen 05 ein schwaches Minimum des Widerstandes, verglichen 
mit den vom Punkte 5 nach der Geraden @o gezogenen Curven, 
so lange der Punkt 5 dem Bogen 06 angehört; rückt er in die 
Lage 6 hinein, so zeigt die obige Gleichung, in welcher Weise 
schon für den Bogen 06 die Minimumseigenschaft verloren geht. 
Die bei der Aufgabe VI angewandte Methode zur Con- 
struction und Begrenzung eines Feldes kann auf jede Aufgabe 
übertragen werden , bei welcher die Extremalen einer Schar 
durch eine bekannte coutinuirliche Gruppe von Transformationen 
in einander übergehen. Wo die sogenannten Bahncurven der 
Transformation die Extremalen der Schar berühren, liegen die 
Grenzen des Feldes. 



§ 27. 

Dass sich die Extremalen wenigstens stückweise mit Feldern 
nmgeben lassen, ist bei den einzelnen Aufgaben meist leicht 
ersichtlich. Um aber über diese Verhältnisse allgemeine Satze 
aufstellen zu können, stellen wir eine functionentheoretische 
Betrachtung allgemeinen Charakters an, von der auch später 
noch Gebrauch zu machen sein wird. 

In den Differentialgleichungen 

(*** K=-^ <'"'''' '•■■■'■ 3i = !'(»'■ »'«••••).-. 

deren Allzahl n sei, ebenao wie die Anzalil der Unbekannten 

y, s, ..., seien die recliten Seiten regulär in der Umgebung der 

Stelle 

(85) x = x„ tl=Y„ i = Z„...; 
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dann existirt bekanntlich ein Integralsyatem , dessen Glieder für 
X ^ x^ die ■willkürlich Torgeschriebenen Werthe 

annehmen, sobald die Grössen 

\m- r.i, |«.^z.|,... 

unterhalb einer gewissen Grenze liegen. Für diese Integrale 
erhält man Reihen, indem man die Gleichungen (84) nach x 
differenzirt, und rechts alles durch Functionen von x,y,z,... 
allein unter Elimination der Djfferentialquotienten darstellt. Setzt 
man in den so erhaltenen Ausdrücken, welche ebenfalls in der 
Stelle (85) regulär sind, für x, y, e, ... die Werthe Xq, yat ■^iti ■■■i 
so erhält man die Coefficienten der Taylor'schen Entwicke- 
lungen jener bestimmten Lösungen y, e, ... nach Potenzen von 
X — xo. Diese GoeMcienten sind, wie in den Beweisen für die 
Existenz der Integrale gezeigt wird, dem absoluten Betrage nach 
kleiner als die entsprechenden einer gewissen convergenten 
Potenzreihe des Arguments x — Xa, welche von der speciellen 
Wahl der Grossen ^oi ^o. ■ ■ • unabhängig ist. Siebt man also letz- 
tere als variabel an, so convergiren die für y, e, ... erhalteneu 
Reihen in einem gewissen Gebiete gleichmässig ; ihre Werthe für 
ein bestimmtes Argument x sind also als Potenzreihen von 
ya — Ytt, eo — Zo, ... darstellbar; offenbar kann man setzen 
y =.yo -\-(x~Xt)[x — Xo, ya — Yt, Za — -^0, .■■]o> 
S =^ Zti -\- {x — Xa) \_x — Xa, yo — Yo, So — ■2o, ...]oi •■■) , 
80 daas die Functionaldeterminante 

0(yo,«o. ..) 

für j' 5= a^o den Werth 1 erhält. Die Werthe von y, g, ... für 
irgend ein bestimmtes Argument x sind also als Functionen der 
Grössen ^oi ■S'oi ■■■ 'on einander unabhängig. 

Nun seien die Grössen Y, Z, ... als reguläre, den Gleichungen 
(84) genügende Functionen von x in einem reellen Intervalle ^ 
definirt, welches nach unten durch den Werth Xo begrenzt wird; 
für diesen sei 

Y= Yo, Z=Zo,..., 
für a: = a^ dagegen 

Yr= r„ Z=Z^,..., 
und jedes im Intervalle 3 erhaltene Werthsjstem {x, Y, Z, .,.) 
gehöre zu denjenigen, in deren Umgebung die Functionen /, ^, ... 
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regulär sind. Alsdann giebt es der durchgeführteo Ueberlegung 
zufolge positive Grössen S, t von der Beschaffenheit, dass ein 
in dem Intervall 

(86) Xn^x^Xa-\'t 

reguläres Integralsystem existirt, welches, wenn x^ irgend eine 
Stelle dieses Intervalls bedeutet, und die Ungleichungen 

bestehen, für a: ^ a:, die vorgeschriebenen Werthe yi, «„ ... an- 
nimmt Die Werthe ^, ^, . . . an irgend einer bestimmten Stelle 
des Intervalls (86) sind dann in der Umgebung des Werth- 
systems (F,, Z^,...) reguläre, von einander unabhängige Func- 
tionen von yi,gi,.... Es sei femer y die obere Grenze aller 
möglichen Werthe e; dann kann die Grösse 

X ^ x„-\~y 
nicht im Inneren des Intervalls 3 liegen. Denn wäre dies der 
Fall, so könnten positive Grössen e, F so bestimmt werden, dass 
für das Intervall 

(87) —E<:x — x<e 

die Grösse 7 dieselbe Bedeutung hätte, wie S lur das Gebiet 
(86). Da letzteres aber beliebig nahe an den Punkt x heran- 
reicht, so giebt es in ihm Stellen Xi, welche zugleich dem Gebiete 
(87) angehören; ist daher d, die kleinere der Grössen S,'S, und 
nimmt man an, es sei 

l»,-r,|<8,u,-z, !<«„..., 

80 ist durch jedes diesen Ungleichungen genügende Werthsystem 
j/i, ^1, ... ein Integralsystem deönirt, welches in den beiden Ge- 
bieten (86), (87), also in dem ganzen Gebiete 

3^0 ^ a; < S + ^ 
regulär und so beschaffen ist, dass seine Werthe au einer be- 
stimmten Stelle reguläre, von einander unabhängige Functionen 
der Grössen y-,, Zi, ... sind. Setzte man daher 

Si=y -\-£, S + £ = a^o + £i, 
so hätte für das Gebiet 

^ X — a;» <; £i 
die Grösse Si dieselbe Bedeutung wie S für das Gebiet (86); das 
widerspräche aber dem Begriffe der oberen Grenze, da e^ > y. 
Die obere Grenze aller Werthe Xo -\- e liegt also ausserhalb des 
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Intervalles 3 »der an der Grenze desselben. Mit dem Intervall 
(86) kann daher jedes andere identificirt werden, welches von x„ 
beliebig nahe an die Grenze des Interralles ^ heranreicht. 

Hiermit ist gezeigt, dass die Integralmannigfaltigkeit (x, Y, 
Z, . . .) in folgender Weise mit benachbarten umgeben werden 
kann. Es giebt Integrale 

y = <P (a;, a, h, ..., k), e = V (x, a, b, .... ft), ..., 
welche n Constante a,b,...,k enthalten, nnd für ein gewisses 
specielles Werthsystem 

a = Ä, b = B,..., Tt = K 
in die Integrale F, Z, ... übergehen, welche ferner reguläre 
Functionen ihrer n -{- 1 Argumente sind, sobald x dem Inneren 
des Intervalles 25 angehört, die Differenzen 

\a- Ä\, \b — B\,..., \k- K\ 
aber hinreichend klein sind. Unter diesen Voraussetzungen ist 
die Functionaldeterminante 

d («, w,...) 

» 8 (a, &,...) 
von Null verschieden. 



In dem Integral 
J -\- ^J= j F (X ^ 3x, y -\- 8y, af -\- äsf, 1/ -i- Sy') dt 
werde der Integrand nach der Taylor'schen Keihe entwickelt, 
dann ist das Integral der doppelten Summe aller in den Varia- 
tionen quadratischen Glieder 

jdt {F^Jx^-lr2F^yÖxSy^ j^ F^^.dx'» -\ }. 

Dieser Ausdruck entsteht aus der Variation 

SJ = j{F^Sx + Fyöy + F^-Sx" + Fy-Sj/) dt, 
indem man die Operation 6 nach den Regeln der Differentiation 
anwendet und t, Sx, dx^, dy, äy', als dieser Operation gegenüber 
constant ansiebt. Man bezeichnet demgemäss jenen Ausdruck 
durch S'J and nennt ihn die zweite Variation von J. Ent- 
halten die Variationen Sx, Sy einen constanten Factor e, so ist 
offenbar 
(88) ^J = ÄJ+ iff» J+ [t\. 
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und S^J enthält den Factor e^. Nun kann man setzen: 
SJ^F^dx-\~ F^dy-^j dt(P6x-\- QÖy), 
also folgt, da das Zeichen 8 mit dem der Integration nach t zu 
vertauschen ist 

6^J=8F^Sx-^SFy.Öy-^jdti8Pdx-\-6QSy), ■ 
eine Formel, die sehr leicht durch Bechnung zu verificiren ist. 
Speciell in dem Falle 

Sxl" = 8x\^ = Stjl" = Sy\^ = 
erhält man 

S^Jo^^ jdt(dPÖx-\-SQ6y). 

Diese Formel werde auf eine Normalvariation angewandt, 
welche durch die Gleichungen 

Sx = G>X, äy = aY 
definirt ist, wobei X, T dieselbe Bedeutung wie in § 24 haben 
und at an den Stellen und 1 verschwindet. Dann ist nach 
der dort abgeleiteten Identität (75) 

(89) d'J^^= imiXSP^ YSQ)dt^\fo(F,a>-^^^^\dt 
oder nach einer partiellen Integration 

(90) tf*Joi = J di (F'ra'» -f F^ei'). 

Jetzt seien wiederum und 6 conjugirte Punkte; über letz- 
teren reiche der Bogen 02 hinaus. Dann hat nach § 24 die 
Gleichung 

(»') ^.--^ = 

ein in den Punkten und € verschwindendes Integral, welches 
im Punkte 6 sein Zeichen ändert; der Bogen 02 sei so begrenzt, 
dass und 6 die einzigen ihm augehörigen Nullstellen des Inte- 
grals o sind. Ist dann e eine hinreichend kleine Constante und 
F^ längs des ganzen Bogens 02 von Null verschieden, so bat 
die Gleichung 



dt 

nach § 27 ein Integral, welches wie m auf der Strecke 02 regulär 
ist, der Gleichung 
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«,|« = ß.|'> = 
genügt, und ebenfalls zwischen und 2 eine einzige Nullstelle 7 
besitzt, welche für e ^ mit 6 zusammenfällt. Dann hat man 
nach den allgemeinen Formeln (89) bei der Normalvariation 

Sx =^ Xwtt, 8y =^ Ywa, 
in welcher « constant sei, die Formel 

Ä«JoT = «» [ w (f^w — ^^^^) di = «'f j wM*. 

Setzt man daher in dem Intervall 72 

Sx = Sy = (i, 
so hat man, da der Punkt 7 bei hinreichend kleinem f dem 
Inneren des lutervalles 02 angehört, 

und da die variirte Curve eine Extremale ist, nach (88) 
SJot = 0, ^ Jos = iÄ«c/o7 + Ms = ^ j '^^^i + Wa- 

Diese Grösse hat ofFenbar, sobald a klein genug ist, das Vorzeichen 
mit £ gemein, kann also sowohl positiv wie negativ werden, so 
dass der Bogen 02 sicher kein Extremum des Integrals J liefert. 

Diese in ihren Crrundgedanken von Erdmann und Weier- 
strass herrührende Betrachtung unterscheidet sich von den in 
§§ 21, 25 gegebeneu dadurch, dass letztere im Allgemeinen schon 
für einen von zwei conjugirten Punkten begrenzten Bogen das 
Extremum als nicht vorbanden nachweisen, aber einen Aus- 
nahmefall ausscbliessen ; die soeben durchgeführte Kntwickelung 
erstreckt sich auch auf den Ausnahmefall, verlangt aber stets, 
dass der betrachtete Bogen über den zu seinem Anfangspunkte 
conjugirten Punkt hinausreiche. 

Falls der Bogen Ol kein Paar cohjugirter Punkte enthält, 
und F^ auf ihm nicht verschwindet, lehrt die Formel (90), dass 
das Vorzeichen der zweiten Variation mit dem der Crrösse Fi 
oder -F' übereinstimmt. Wenn nämlich m eine von (0 bis *j 
reguläre Function von t ist, hat man offenbar 



|"(„'ro. _|_ 'iuaa')dt= {^{um^)dt = 
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(92) Ä'Joi = i dt [-F'oj'« + Sttofl)' + (Fj + «') m^, 

und in diesem Ausdruck bat der Integrand dasselbe Vorzeichen 
wie Fl, wenn man u der Gleichung 

(93) {F, -\- u') F' — W' =: 
gemäss bestimmen kann; dann bat man einfach 

(94) «> Jo, = jj-i («' + ^)' dt. 

Die Gleichung (93) kann aber wie jede Gleichung von der Fonn 

m' = lm« + jfw + ^ 

auf eine lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung zurück- 
geführt werden; indem man setzt: 

— _1^ 
erhält man 

c" - fM -\- ^\ Q}' -^ LNo = 0; 
von der Gleichung (93) aus kommt man auf diese Weise genau 
zu der Gleichung (91), welcher die Grösse -^ (t, «) : Vl^ + V? 
genügt Diese ist bei der eingeführten Voraussetzung längs des 
Bogens Ol von Null verschieden, ergiebt somit eine im Inte- 
grationsintervall reguläre Grösse u: 

„ _ F\n? + n? ä_ ( ^ jt, a) 



l?_±nl ä_ / ^ jt, a) \ 

(t, a) dt Vyii' + nU 



Wenn also eine Schar von Extremalen bekannt ist, so kann 
für einen Bogen von der vorausgesetzten Beschaffenheit und für 
eine Normal Variation die Formel (94) explicite hergestellt werden. 
Einen Beweis für das Eintreten des Extremums gegenüber 
allen Gurven, welche durch eine Normalvariation aus @ hervor- 
gehen und einer engeren Nachbarschaft angehören, erhält man, 
wenn man die Gleichung (93), indem man unter £ eine hin- 
reichend kleine Gonstante versteht, durch folgende ersetzt: 

{F. + „■) F. - „. = ... 
Diese hat nach § 27, wenn e hinreichend klein ist, ebenso wie 
jene ein von bis 1 reguläres Integral; führt man dasselbe in 
die Formel (92) ein, so ist die unter dem Integralzeichen stehende 
quadratische Form definit, und die Formel 
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ergiebt leicht, daas das Eztremum wirklich eintritt. 

§29. 

Ist 02 irgend ein Gurvenstück, das in der Umgebung jedes 
seiner Punkte regulär ist (§ 1), so können längs desselben x 
und y stets als reguläre eindeutige Functionen eines Parameters 
t dargestellt werden, z. B. der von nach 2 hin gemessenen 
Bogenlänge. Diese wird durch die Gleichungen 



dx ' 



-i^+m^^,=f^' 



definirt, in welchen jede der Quadratwurzeln dasselbe Zeichen 
hat', wie das unter ihr im Nenner stehende Differential beim 
Fortgang in der Richtung 2. Ist nämlich an der Stelle 1 die Grösse 
dy\ dx endlich, also y eine reguläre Function von a;, so gilt 

dasselbe von ^^, und diese Grösse ist von Null verschieden: 
dx 

die zweite Gleichung ergiebt aber 

x-x, = [t-t,\, 
so dass X und y an der Stelle 1 reguläre Functionen von t sind. 
Dasselbe Resultat erhält man natürlich durch eine ähnliche Ent- 
wickelung, wenn dx : dy endlich und demnach x als reguläre 
Function von y darstellbar ist. Die Festsetzung über die Vor- 
zeichen der Quadratwurzeln bewirkt, dass dt beim Fortgang in 
der Richtung 02 immer positiv ist, so dass zu verschiedenen 
Werthen von ( verschiedene Punkte des Bogens gehören. 

Bildet nun der Bogen 02 einen Theil einer Extremale und 
definirt er nur Werthsysterae (a;, j/, a:', i/*) , in deren Umgebung 
der Integrand F regulär ist, so gelten die Gleichungen 

3^» + j,'«=], F^^Fi, F^ — F:, = Fy-Fy. = 0, 
aus denen wir die beiden gleichbedeutenden Systeme ableiten: 
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'"*> :»■»" + /»" = 0. 

Au8 jedem derselben können x", y" als Functionen von x,y,:^,if' 

berechnet werden, und erscheinen als Brüche, deren Zähler längs 

dea Bogens 02 reguläre Functionen von t, und deren Nenner die 

Determinanten 

I F^-^ F^.y. I I Fy.^ Fy..y I 

\ x' y' y \ x' y' \ 
sind, welche mit Berücksichtigung der in § 16 abgeleiteten Iden^ 
titäten in folgende Form gebracht werden können: 

Führen wir daher die in § 17 gehende Beschränkung wieder ein, 
dasB für jedes Linienelement des Bogens 02 die (JrÖsae F^ von 
Null yerschieden sei, womit möglicherweise gewisse singulare 
Lösungen der Gleichungen (95), (96) ausgeschlossen werden, so erhält 
man für x" und j/", indem man das eine oder andere der Systeme 
(95), (96) zu Grunde legt, Ausdrücke, die in der Umgebung jedes 
durch ein Element des Bogens 02 deänirten Werthsystemes (x, y, 
xf, y') regulär sind. Schreibt man für diese Ausdrücke 

~^= M{x, y, xf, y% -£- = N (x, y, x', y") 

und fügt die Gleichungen 

da; , dy , 

hinzu, deren rechte Seiten stets regulär sind, so erhält man ein 
System von der in § 27 betrachteten Beschaffenheit, in welchem 
X durch i ersetzt ist, und das Intervall 2S ^OQ 'o oder bis it 
reicht Es giebt daher ein Integralsystem von der Form 
(97) x=X(t, a, b,K,ß\ y= Y (t, a, b, «, ß), 

in welchem die Functionen X, Y regulär sind, sobald t dem be- 
zeichneten Intervall angehört, und die Differenzen 

|o — arol, |& — j/ol, 1« — a/J, \ß — y'o\ 
hinreichend klein sind; dabei gelten die Identitäten 

. X(p,a,b,a,ß) = a, Xt (0, a, b, a, ß) = a, 

^ ' Y(0, a, b, «, ß) = b, Yt (0, a, b, a, ß) = ß. 

Führt man daher die Bedingung 
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«» + /J» = 1 
ein, so hat man nach der zweiten Gleichung (95) allgemein 

XI + r^ = 1, 

and die Grösse t repräsentirt auch auf allen Curven 

x= X, y= Y 
die Bogenlänge, gemessen vom Punkte (a, b) an, 

§ 30. 
Setzen wir nun die Gleichung 

(99) r (a, b) = 

an, welche, wenn a und b Coordinaten sind, eine in der Stelle 
a = Xo, b ^= yn reguläre Curve Qq darstelle, längs deren Fa und 
Ffi nirgends zugleich verschwinden, so definiren die Gleichungen 
(97) eine Schar von Extremalen, welche von den Punkten der 
Curve 6o mit dem Werthe ( ^^ ausgehen. Sie achneiden diese 
Curve transversal, wenn die weitere Annahme 

(100) ^ (a, i,<x,ß) = Fftf;. (a, b, a ß) — r„Fy, (o, b, a, ß) = 
eingeführt wird. Offenbar hat man 

X = njy,. (a, b, K, ß) — r^F^.,. {a, b, a, ß) 

= ßF,{a,b,a,ß)(c.r^ + ßn), 
Jp = - aF, (a, h «, ß) {«r„ + ßny, 
die Functionaldetenninante 

ist also von Null verschieden, wenn dies von dem Ausdrucke 
aTa -\- ßTt gilt, mithin auch, wenn die Grösse 

iCoT« {x<>, j/o) + tjoFt {x^, j/o) 
nicht verschwindet, d, h. wenn die Curve gg i™ Punkte vom 
Bogen 02 nicht berührt wird. Das könnte nur eintreten, wenn 
die Gleichungen 

XoF^ (xa, ya) + yiFs (Xo, s«) = 0, 

Fy (xo, yo, x'o, y'a) r, (a;o, j/o) — F^- ijVo, . . ., y'o) Fb (x„, I/o) = 

zusammen bestünden, woraus die Gleichung 

F {zo, ya, a^i, yl^) — 

folgen würde, Schliessen wir diese wie in § 15 aus, so ergeben 

die Gleichungen 
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(101) «3 + /S' := 1, A {a, b, a, ß) = 0, 

für « und ß reguläre Ausdrücke mit den Argumenten a, b. Da 
ferner die Gleichung (99) eine der QrÖssea a, b als reguläre 
Function der anderen definirt, z. B. b als Function von a, wenn 
die Ungleichung 

ri (xo, yo) ^ 
gilt, so erscheinen auf Grund der Gleichungen (99), (100), (101) 
alle vier in X und Y auftretenden GooBtanten durch a allein 
ausgedrückt, so dass die Gleichungen der Extremalenschar die 
Form 

x=X = i(t,a), y= r= 1) ((, a) 
annehmen, und die Functionen | und ij in der Stelle (0, x^ re- 
gulär sind. Dabei ist offenbar 

und diese Gleichungen bleiben gültig, wenn man g durch ij und 
X durch Y ersetzt. 

Jetzt bilden wir die Functionaldeterminante 

_ 8 (X r. »■ + ß\ r, A ) 

8 ((, o, 6, a, /3) 






und berücksichtigen, dasa den Gleictiungen 
werden kann 



zufolge gesetzt 

r = 6 + ^< + [<],i 



Z = a + «i + [iJ, 
dann ergiebt sich für ( = 0: 

X. = 1, Z, = X. = Xf = l), X, = o, 

mithin auf Grund der obigen Werthe Aa, Af 



1 







« f 





r,(«r, + ^r.) 



- r, (»r. + ^r.)', 



«Google 



§ 30. Hinreiobenda Badingangen des Extremnms. 111 

ein Werth, der offenbar von Null verschieden iat Multiplicirt 
man nun in D die dritte, vierte und fünfte Verticalreihe mit 

-j-~< -5—1 T^ «nd addirt sie zur zweiten, so ereiebt sich: 
da da' da -• t, 



mitbin ist aucb die Grösse 



nF, («n + ßn); 



. 8 (g, v) 
" ~~ d{t, a) 
in der Nähe der Stelle von Null verechieden. Die constroirten 
Extremalen, welche die Curve 6o transversal schneiden, bilden 
also, wenn man sie nicht über eine gewisse Grenze hinaus in 
Betracht zieht, genau im Sinne des § 14 ein E'eld des Bogens 
02 oder eines in beginnenden endlichen Theiles desselben. 

Die Grösse D enthalt, wenn man sie für die Curven 02 bildetr 
nur die ersten und zweiten Ableitungen von F für das Werth- 
system a ^ x^i b = ya; man schliesst daraus leicht, dass irgend 
zwei Curven @o, welche sich im Punkte osculiren, auf der 
Extremale 02 dieselben Brennpunkte haben. Zieht sich dieCurve 
@D in einen Punkt zusammen, so sind a und b nicht mehr 
frei veränderlich and können unter den Functionszeichen X, ¥ 
weggelassen werden. Die Determinante 
X, X. X^ 

A(0= i'« i^" Yi 







. 8 (X, Y, a^ + ß ^) 



■d {(, «, ß) 



kann den Gleichungen (98) zufolge geschrieben werden : 

„ + [(], , + [(]. [(], 



A(0 = 











+ m. = - 



sie verschwindet also zwar im Punkte selbst, nicht aber in 
der Umgebimg desselben, Ist nun z. B, y'o von Null verschieden, 
ß als Function von a also an der Stelle x'o regulär, und setzen wir 
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r((,«, Vi- «0 = »)('.«). 
BO sind I und «] an der Stelle (0, ^r^i] regulär, und es ist 

{. = x. + x,g, ,.= r.+ r,ä; 

hieraus folgt leicht: 

'" ^ r{ir«T ' 

Hithin ist auch ^ in der Umgebung des Punktes Ton Null 
verschieden, und wenn 1 ein hinreichend nahe hei liegender 
Punkt des Bogens 2 ist, kann der Bogen 1 2 wenigstens in der 
Nähe des Punktes 1 mit einem Felde umgeben werden, dessen 
Gxtremalen alle durch den Punkt gehen. 

§ 31. 

Beschränken wir die Tier in X und Y auftretenden Con- 
stanten nur durch die Relationen 

a2 + )J»= I, r(o, &) = 0, 
80 können wir sie durch zwei Gonstante ausdrücken, etwa a und 



wenn die Grössen 

TOn Null verschieden sind. Erhalten wir dann 
(102) x = i{t,a,c), y = tf (l, a, e), 

BO sind ; und ^ regulär an der Stelle 




und haben die Form 

E ft », c) -- 



wobei die Quadratwurzel beide Male dasselbe Vorzeichen hat. 
Hieraus ergiebt sich für i = 
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8 (*■ o) c^_ db 

Vi -|- c» rffl 

dieser Werth ist, wenn die Grosse c — ^1 hinreichend klein 

bleibt, Ton Null verschieden, da die Extremale 6 und die Curve 
JT^ nach Voraussetzung sich nicht berühren. Man kann da- 
her die Gesammtheit aller Extremalen, welche Ton einer be- 
stimmten, etwa 6, hinreichend wenig Terschieden sind, in der 
Umgebang eines bestimmten, der letzteren angehörigen Punktes 
in der Form (102) darstellen, wobei, wenn man 6 selbst für 
a = oo, c ^ Ca erhält und dem Punkte der Parameter Uo zu- 
gehört, an der Stelle (^g, Oo, Co) die Functionen %, 1) regulär sind, 
und mindestens eine der Grössen 

e, (i, o, ») - 3 (,_ „), ». ft « «) - j (,^ j) 

TOD Null verschieden ist. Jedoch brauchen die Functionen % nnd 9 
nicht nothwendig die oben angegebene specielle Form zu haben, 
welche nur als concretes Beispiel die ausgesprochene Behauptung 
erweist. 

Fasst man nun speciell die durch den Punkt gehenden 
Extremalen ins Auge, so ist iiir dieselben 

Xa = l (to, a, c), yv = ri (*o, a, c); 
diese Gleichungen kann man zufolge der für die Grössen ö 
geltenden Voraussetzung nach tt, und a oder ^om^d c auflösen; 
hat man etwa 

Öa (*D0, »0, Co) ^ 0, 
so erhält man für tu — (00 ind c — Co Ausdrücke von der Form 
[a — ao\, und die mit diesen gebildeten Werthe 

l (t, a,c) = ^ (t, a), I) (t, a,c) = 7} (t, a) 
sind an der Stelle 

t = too, a ^ Oo 
regulär. Da femer 

. , de , de 

hdto + Saäa 4- x^dct =0, ^,dta + ^^da -\- ^,dc 1 = 0, 

Eaeiar, Tulktioninchanng. g 
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und letztere Gleichungen ergeben 

de _ e, (f» a, c) 

da öj (to, a, c)' 

80 erhält man 

J = H^Ö =, (,, (,, „, ,) + 9. (., a, 0) ^ = /''•■') , 
d (t,a) I V ' ' / I " "^ ' ' ' da Ö, (*o, a, c) 

wobei gesetzt iat 

D (to, ') - I 0^ ^^^^„^,^ 0^ (^ „_,j I - - -ö (*, (o> 

Dieser von Weieratrass betrachtete Ausdruck ist auch die De- 
termiuaatfl der Goefficientau von dt, dt,„da, de in den Linear- 
formen dxQ, dyt, dx, dy; man verificirt nämlich leicht die Iden- 
tität 

I u (t) u (0 I, (<) 

I.(M Ja(fü) Ic((o) 

i).(*c) 9. Co) pa'o) 

Der für z/ erhaltene Ausdruck zeigt, dass die Jacobi'sche 
Bedingung des Extremuma auf ii^end einer Extremale für den 
Bogen 12 erfüllt iat, wenn die Punkte 0, 1, 2 in der Richtung 
wachsender t auf einander folgen und die Gleichung 

D (*„ *) = 
in dem Intervall von ta bis ^ keine andere Wurzel als t tr^to 
besitzt Diese Form der Jacobi'achen Bedingung benatzt den 
ausaerhalb dea ttnterauchten Bogens 1 2 liegenden Punkt 0, ein 
Uebelstand, dem in folgender Weise abzuhelfen iat. Liegen t 
und to in der Nahe einea featen Werthes f, , so kann man ent- 
wickeln 

B (t, 4) = [t-t„U — (,], 

die Coefficienten dieser Reihe erscheinen zunächst als Functionen 
von t(, und fi, müssen aber von letzterem Argument ebenso wie 
B (t, to) unabhängig sein. Da ferner 8, und dj als specielle 
Fälle der Grösse ^ angesehen werden können, welche nach § 24 
nicht mit ihrer Ableitung nach t zugleich verschwindet, so gilt 
dasselbe von 2> {t, t»), wenn dieser Ausdruck nicht identisch ver- 
schwindet, und ea folgt 
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l/.(l.)l>0. 
Beschränkt man daher die Grösse t^ auf ein gewisses Intervall 

(104) |ft)-*i|<«, 

so liegt die GrÖBse |/i(to)| oberhalb einer positiven Grenze y. 
Der ursprünglichen Entwickelang (103) zu Folge giebt es ferner 
solche positive Constante g, q, dass bei der Voraussetzung 

(105) 1*0 — *»!<?, |(-*i|<« 
die Ungleichung 

_i_| d^D(to,t) I 

a! I 



\<99~ 



besteht, und da die Unke Seite fiir f = ^ in |/)((a)| übergeht, 
folgt bei Voraussetzung der ersten Ungleichung (105) 

||;/.(«c<-<.r|<fS|(i=^)""'|- 

Eb giebt daher eine nur von g, g, y, nicht aber von (^ abhängige 
positive Constante d von der Beschaffenheit, dasB bei der Annahme 

\t-to\<d 
und den Voraussetzungen (104), (105) die Ungleichung 

|/,c<.) + 2 /•(«('-'•)"' Ix» 

besteht, die Gleichung 

D ((o, t)=0 
also zwischen to — 8 und io + ^ keine andere Wurzel besitzt, 
als t =: 4- 

Jetzt werde t» so nahe hei ti angenommen, dass nicht nur 
die Kelationen (104), (105) erföUt sind, sondern auch, wenn dg 
eine zwischen und Ö liegende Constante ist, die Ungleichungen 
(106)- 'o < *i < 'o + Ä, io + Ä > ii + Äo 

bestehen. Vorausgesetzt werde femer, dass die Gleichung 
(107) B (fi, t) = Q 

in dem Intervall von ti bie t^ allein die Wurzel t = ty habe, in 
dem Intervall von ti -\- So bis t, also gar keine. Dann gilt letz- 
teres auch, sobald 1 1, — ^ | hinreichend klein ist, für die 
Gleichung 

D (to, t) = 0, 
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velche zwischen 4 — S und to -\- d, mithia auch nach (106) 
zwischen tu — d.und ij -\- Sa nur die eine Wurzel ta besitzt; diese 
ist also auch die einzige Wurzel der letzten Gleichung für das 
ganze Intervall von t(, bis t^. Damit ist gezeigt, dass unter der 
für die Gleichung (107) eingeMhrten Voraussetzung die Jacobi'sche 
Bedingung in der oben angegebenen Form erfüllt ist, d. h. dass 
die durch einen passend gewählten Punkt gehenden Estre- 
malen ein Feld des Bogens 12 bilden. Die Jacobi'sche Bedin- 
gung kann daher auch, wenn es sich um das Extremam für 
den Bogen 1 2 bei festen Endpunkten handelt, durch die Forde- 
rung ersetzt werden, dass die Gleichung (107) auf der Strecke 
von (i bis (, keine andere Wurzel als t = t, besitze. 
Kann man speciell x ^^ t setzen, so erhält man 

, = ((«,'■'> " - ^ /!- - ?» 



', «), ö, = ; 



!)(<„ t) = J (x^ «) = 



8» 



da 

8£|0 8j|' 

'öa\ aej 



setzt man diesen Ausdruck gleich Null, so hat man das Krite- 
rium der conjugirten Punkte in der Ton Hesse gegebenen Form. 
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Vierter Abschnitt. 
Das einfachste relative Extremum. 



§ 32. 
Die isoperimetriBche Aufgabe im weiteren Sinne des Wortes 
verlangt, ein Integral 

3 = \f{x, y,p)dx = JF (x, y, af, y') dt 
zu einem Extremum zu machen, wenn ein anderes Integral der- 
selben Form 

K= j g (x,y,p)dx = j G (x, y, x', i/) dt 
einen vorgeschriebenen Werth hat; d, h. unter allen Curven, welche 
dem Integral K den vorgeschriebenen Werth geben, diejenige zu 
finden, längs deren J einen extremen Werth erhalt. Gin solches 
Eztremum heisst ein relatives, die bisher betrachteten im Gegen- 
satz dazu absolute Extrema. Die isoperimetrische Aufgabe im 
engeren Sinne erhalt man, wenn J das Flächenintegral und K 
die Bogenlänge ist. 

Um nun zunächst nothwendige Bedingungen dieses Extre- 
mums abzuleiten, sei S ein Gurvenstück von den in §§ 2 und 4 
für den ebenso bezeichneten Bogen geforderten Eigenschaften; 
die Functionen F und G seien regulär für die durch die Ele- 
mente dieses Bogens definirten Argumentsysteme. Längs des- 
selben mögen die Punkte 0, 1, 2, 3 in der Richtung wachsender 
Werthe von t auf einander folgen ; dann variiren wir die beiden 
Bögen Ol und 23 nach der in § 8 benutzten Methode. 
Bezeichnen wir durch c, t}, e, ^ Constante, und setzen 

T={t- uy {t, — m u=(t- i^Y ((, ~ 0^ 

so sei fiir den Bogen Ol 
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Sx = eT, Sy = 7;r, 
ferner für den Bogen 23 

8x ^eU, 8y ^^Ü, 
ausserhalb der Strecken Ol und 23 aber überall 

Sx ::= 8y = Q. 
Da die ersten und zweiten Ableitungen der Grössen öx, Sy in 
den Stellen 0, 1, 2, 3 verschwinden, so beschreibt der Punkt 
{x -\- 8x, y -}- Sy) eine Ciir»e von den für S vorausgesetzten 
Stetigkeitaeigenschaften. Offenbar bestehen in der Bezeichnung 
der beiden ersten Abschnitte die Gleichungen 
(1) ^J=^/„, +^./„, z/Ä"=^Äi, +Z/Ä,,; 

damit also längs der varürten Gurre das Integral K denselben 
Werth habe, wie längs der ursprünglichen, hat man die Gleichung 

^K= ^Äii + JKt3 = 
zu erfüllen. 

Setzen wir weiter 
P = i?; — K-, e = JV — i-V-, B= G^—G'^, 8=Gy-Q-y., 
so ist nach § 4, wenn die Variationen an den Grenzen der Inte- 
gration verschwinden, 

JJ= SJ-^\dt [8x, 6y, Saf, Äy*],, 
SJ=\ätiP8x+QSy), 
und analoge Formeln gelten für das Integral K; hieraas ergiebt 
sich bei der angegebenen speciellen Variation auf Grund der 
Formeln (1) 

JJ=b\ PTdt -\-T} ^ QTdt-\--t j PUdt-\-ti^ Qüdt 

+ [«,'!> e,^]j. 

^K=£J BTdt-irV j STd( + £ J BTdt + ^ J Südt 

■i- [*, V, h Wil- 
son nun die Curve S ein relatives Extremum des Integrals J 
im definirten Sinne liefern, so muss ^J^ bei allen varürten 
Gurren, für welche ^K verschwindet, ein festes Vorzeichen haben. 
Hieraue folgt, da die Constanten £, tj, s, ^ frei verftigbar sind, 
nach § 7, dass die Determinanten zweiter Ordnung, welche aus 
irgend zwei Verticalreihen des Schemas 
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j RTdt, j STdt, ^ Rüdt, j Südt, 

j PTdt, \ QTdt, ^PUdt, j QUdt, 

gebildet sind, verschwinden müssen. Da die Grösse T auf der 
Strecke 1, ebenso U auf der Strecke 2 3 positiv ist, kann man 
dieses Schema in folgende Form bringen: 

iCJr«?(, S„j Tdt. R^j üdt, S^l Udt, 

1 I S ( 

P« ( Tdt, Q„ J Tdt, P^ J Udt. Q^ f Udt, 

wobei das Suffix m bedeute, daes liir t ein Werth des Intervalls 
von ^0 bis 'i genommen werden soll, und fi dieselbe Bedeutung 
für das Intervall von t, bis ^ hat. Die hier auftretenden Inte- 
grale sind alle positiv; es verschwinden also auch alle Deter- 
minanten zweiter Ordnung, welche aus Verticalen des Systems 
/o\ -B«! Sm, Rfi, Su, 

gebildet sind. 

Jetzt bedenken wir, dass P, Q, R, S bei den vorausgesetzten 
Eigenschaften des Bogens f& stetige Functionen von t sind; 
werden also die Strecken Ol und 23, indem man die Punkte 
und 2 festhält, unbegrenzt verkleinert, so nähern sich die Grössen 
mit den Suffixen m und fi bestimmten Grenzwerthen : 

lim P„ = Po, lim Q^ = $o- Um P/< = Pj, '»»» Q^~ Qt, 
Um B„ = Bo, Um S„ = So, Um Ru = B,, Um S^ = 5,, 

und es gilt für die aus diesen Grössen gebildeten Determinanten 
zweiter Ordnung dasselbe, wie betreffs der Grössen (2). Speciell 
bestellen die Gleichungen 

PoS, — RoQ, = 0, QtS, — Soft =0. 
Wir führen nunmehr die Voraussetzung ein, dass die Curve S8 
nicht Extremale eines der beiden Integrale J und K sei, so dass 
weder die Grössen R und S, noch die Grössen P und Q längs 
derselben überall verschwinden. Dann kann man den Punkt 2 
so wählen, dass eine der Grössen P^, Q^, etwa ft, von Null ver- 
schieden ist, und die letzten Gleichungen ergeben 
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Wäre Si = 0, eo würde aus diesen Gleichungen bei willkürlicher 
Lage des Punktes folgen 

Bo = So = 0, 
die Curre SB wäre also, entgegen der VorauBsetzung, Extremale 
des Integrals K. Es giebt daher eine endliche, von Null ver- 
schiedene und von der Lage des Punktes unabhängige Grösse 

^— S, 

von der Beschaffenheit, dass die Gleichungen 

Jbestehen. Dieselbe Folgerung ergiebt sich, wenn P^ nicht ver- 
schwindet, aus den Gleichungen 

P0B3 — BoP, = 0, QoBt — S^Pt = 0. 

Die Gurve $ genügt daher den Differentialgleichungen 

-F« - K- + 1 (Gx — <?;) = 0, Fy - F^ -\- 3. (Gy — G-y.) = 0, 

oder bei der Bezeichnung 

H=F-\- XG 
den Gleichungen 

H^ — H^ = 0, Hy — i/^ = 0, 

in welchen X eine endliche, von Null verschiedene Constante be- 
deutet. Jede Curve, welche bei willkürlichem, nicht verschwin- 
dendem Werth von k diesen Gleichungen genügt, nennen wir 
eine Extremale für das vorgelegte Problem des relativen Extre- 
mums; da man die Gleichungen durch A dividiren kann, ist 
ersichtlich, dass die Gesammtheit der Extremalen dieselbe bleibt, 
wenn die Integrale J und K ihre Rollen vertauschen. 

Das Resultat der Untersuchung kann jetzt dahin aus- 
gesprochen werden, dass die Curve, welche das gesuchte relative 
Extremum liefert, bei den vorausgesetzten Stetigkeitseigenschaften 
nichts anderes sein kann, als ein Stück einer Extremale, wenn 
sie nicht etwa für eines der Integrale J, K im Sinne des abso- 
luten Extremums eine Extremale ist. Letzteren Ausnahmefall 
lassen wir in der allgemeinen Theorie beiseite. 
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Das einfachste relative Extremti 



5 33. 



Das Integral 3 sei speciell durch eine Curre Ol zu einem 
Extremum zu machen, deren Endpunkte nicht gegeben, sondern 
nur insofern beschränkt sind, als zwischen den Coordinaten x^ yoi 
^ii J/i irgend welche Kelationeu 

ff» (it», yo, «1, !/i) = 
vorgeschrieben werden, deren Anzahl nicht grÖBser als vier sein 
kann. Eine diese Aufgabe lösende Curve Ol von den Eigen- 
schaften des Bogens 33, die wir als vorhanden annehmen, muss 
zunächst, abgesehen von dem am Schluss des § 32 bezeichneten 
Ausnahmefall, ein Stück einer Extremale sein; denn sonst konnte 
man sie nach § 32, ohne ihre Endpunkte zu verschieben, so 
varüreD, dass J bei ungeändertem Werth von K sowohl zu- wie 
abnähme. Sollen sodann auch die Endpunkte variirt werden, so 
müssen die Gleichungen 

(3) ^t C^o + Äa^o, ..., y, + Äy,) = 

bestehen. Speciell setzen wir längs eines Bogens 02 der Curve Ol 

*» = *''• (S^)'- *!' = ''*(^^)'+«(f.-i)'('-«', 
und längs eines von diesem getrennten Bogens 31 

in dem Mittelstück 23 aber 

Öa: = dl/ = 0. 
Dann sind die Variationen längs der ganzen Curve Ol nebst 
ihren ersten beiden Ableitungen stetige Functionen von (. 
Nun hat man allgemein 

^Äii = (?^.fia;+ G^Syr+ \di\nhx-\- SSy 

-\-[Öx,dy, 83f, St/y,, 
also hei der angegebenen speoiellen Variation 

^Äii = [Szo, Sy„ Sxi, Sy^X + £ J S ((, - 0^ (* — M* dt 
+ [a,Sx»,8y«, ^x^^Öy^]^. 
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Hier ist der Factor tod e von Null veFschieden, da Ol eine re- 
gnläre Curve ist, auf welcher die GrÖHse S nur getrennte Null- 
stellen hat, wenn sie nicht überall verechwindet ; in letzterem 
Falle kann, da die betrachtete Curve nicht Extremale des Inte- 
grals K sein soll, die Grösse B nicht längs der Curve Ol überall 
verschwinden, und man braucht nur in der ganzen Argumen- 
tation x und y zu vertauschen. Ist daher S wenigstens stellen- 
weise von Null verschieden, so kann man das Intervall 02 so 
wählen, dass 8 in seinem Inneren von Null verschieden bleibt. 
Alsdann kann man aus der Gleichung 
(4) ^-ffoi = 

auBrechnen 

£ = [Sxa, Syn, Axj^, Syi\. 
Andererseits hat man anter der Voraussetzung (4) 

^/o, = ^(Joi -l-iÄoi); 
analog der Formel für ^Koi ergiebt sich hieraus, wenn man die 
Gleichungen der Extremalen berücksichtigt, 

^Jo, = H^'Sx + H^.$y I' + f di [Sx, Sy, Saf, Sy'\. 

Bei der definirten speciellen Variation hat man also, indem man 
den obigen Ausdruck für e einsetzt, 

z//,i = H,.Sw + HyÖy I' + [dxo, Sy«, Sx„ Sy^]^. 

Diese Grösse muss, wenn das gesuchte Extremum durch die 



Curve Ol geliefert werden soll, bei 
genügenden Werthen dx,),...,Syi ei 
das erfordert nach § 7, dass die Glei 



allen den Gleichungen (3) 
n festes Vorzeichen haben; 
ichung 



H^Sx^HySyl = 
eine Folge der linearen Relationen 

dxa ^ dyo "^^dxi Sy, 

sei. Sind speciell Xo, y» gegeben, und soll der Punkt 1 auf der 
Curve 

» {X, y) = 
liegen, so dass immer , 

Sxo = öf/e = 0, 
SO muss die Gleichung 
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unter der Voraussetzung 

Kdx -\- hySyV = 

bestehen. AladaDu sagen vir, die Extremale 1 schneide die 
Gurve h = transversal. Daes dies eintritt, ist eine noth- 
wendige Bedingung dafür, daas die Extremale Ol unter allen vom 
Punkte zur Curve Ä ^ gezogenen Linien, welche den vor- 
geschriebenen Werth K^ ei^eben, ein Extremnm des Integrals 
J liefere. 

§ 34. 

Beispiele. Aufgabe IX. Die Curve gegebener Länge zu 

finden, welche das Flachenintegral zum Maximum macht. 

Man bat (§ 4) offenbar mit positiver Quadratwurzel 

J = J ydx = J nx'dt, K = ^dt ^xf» + j/", 

H=yx' -\- l V«*« +- y"», H^ = 0, 

also ergiebt sich als Gleichung der Extremalen zunächst 

(5) a = „^' '"^ _. dx _ a-y 



und hieraus durch Integration 

"=-^-^ = |/i_(izjfy, (, - »)< + (x - 6). = j.. 

Die Gesanuntheit aller Extremalen ist also mit der aller Kreise 
der Ebene identisch, und das Quadrat der isoperimetriscbeo 
Gonstante ist dem des Badius gleich. Sind die Endpunkte 0, 1 
vorgeBchrieben , so ist das Integral J gleich dem Flächenraum 
zwischen der Curve 1 und der geraden Strecke 1 , vermehrt 
am die constante Fläche des von den Ordinaten der geraden 
Strecke hestricbenen Trapezes; soll also die erstere Fläche ein 
Maximum werden, so kann die gesuchte Curve mit den Eigen- 
schaften des Bogens <S nichts anderes als ein Kreisbogen sein. 
Die transversale Lage wird durch die Gleichung 

detinirt; tm der x-Axe {y = 0) geht sie in die Bpeciellere Form 
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3^Dx-\-y'Dy = 
über. Soll al80 die gesuchte Curve in dem gegebenen Punkte 
beginnen und in einem nicht vorgeschriebenen Funkte der :E-Axe 
endigen, so ist die von dieser Axe, der Ordinate des Panktes 
und der gesuchten Curre begrenzte Fläche bei gegebener Länge 
der letzteren in keinem anderen Falle ein Maximum, als wenn 
die Gurve ein Kreisbogen ist, dessen Mittelpunkt auf der x-Axe 
liegt. (Vergl. Aufgabe IIL) 

Ist die gesuchte Curve geschlossen, so stellt das Integral J 
nacb § 4 den von ihr umschlossenen Flächenraum dar, wenn 
man längs der Curve genau einmal herum integrirt; man hat 
dann die Bedingungen 

Xo — a!i :^ j/i> — yi ^ 0, Sxo — Sxj = Sj/o — öj/i = 0, 
infolge deren die Bedingung 

H^.8x-\- Hy.Sy\' = 

von seihst erfüllt ist, wenn die Curve in ihrem ganzen Verlaufe 
die Eigenschaften des Bogens fÖ bat. Unter dieser Voraussetzung 
kann sie also bei gegebener Länge einen extremen Inhalt nur 
dann ergeben, wenn sie ein Kreis ist. 

Soll der Inhalt nicht die von der Ordinate bestrichene, 
sondern die von der gesuchten und einer gegebenen Curve ^ 

y = k(x) 
umschlossene Fläche sein, so hat man 

J=\\i)-Hx)-\x'dt 
zu setzen; es wird dann 



H=\y- h{x)\ X' + A 1V»+V^, 

die Grössen Uy, Ily- und Hx — Hl- sind also dieselben vrie im 
vorigen Falle, so dass die Extremalen auch jetzt noch Kreise sind. 
Die Bedingung des transversalen Schnittes ist 

\y - M^) + 7f^^^ o^ + vfTT^. ^y = ^= 

die Curve § steht also auf den sie transversal schneidenden 
Extremalen senkrecht. Greometrisch am interessantesten wird 
diese Aufgabe, wenn der Endpunkt 1 oder auch beide Endpunkte 
und 1 nicht vorgeschriebene Punkte der Curve ^ sind; dann 
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ist die liösung, wenn eine solche existirt, ein znr Carve § in 
einem oder zwei Punkten normaler Kreie. 

Das Vorzeichen der tirösse X bestimmt die erste Gleichung 

(5). Ist nämlich die Richtung wachsender t gegen den nach 

aussen gehenden Radiua des Kreises ebenso gelegen, wie die -|- y- 

zur -f-:r-Äxe, so hat man, da |A| stets der Radius des Kreises ist, 

3^ __ _ y — a 

also X^ \X\; das entgegengesetzte ergiebt sieb, wenn die Rich- 
tung wachsender t zum Radius so liegt, wie die -|-a7-Axe zur 
4- y-Axe. 

Aufgabe X. Auf einer gegebenen Fläche eine möglichst 
kurze Linie zu ziehen, die mit einer gegebenen Carve oder auch, 
wenn sie geschlossen ist, für sich allein ein Stück von ge- 
gebenem Flächeninhalt umschliesst (Curven kürzesten Umrings). 

Auf der Fläche seien x und y isometrische, krummlinige 
Coordinaten, d. b. die Lage eines Punktes sei durch dieseGrössen 
in einem gewissen, den Punkt x = y ^ enthaltenden Gebiet 
eindeutig bestimmt; dabei habe das Linienelement die Form 

ds = ^ M{dx^ -\- dy^). 
Die Ordinate eines Punktes (x, y) nennen wir das von ihm bis 
znr Linie y ^ gezogene Stück einer Linie x ^ const. Dann 
ist Mdxdy die Grösse eines viereckigen Flächenelements, dessen 
Seiten Elemente der Linien x =^ const. und y = const. sind. Ist 
daher 

y = h{x) 
die Gleichung irgend einer Cuttb, so ist die von zwei benach- 
barten Ordinaten derselben begrenzte Fläche 



.^dyU=dx[Nix,y) - Jf (a;, 0)], 



wobei N eine der Gleichung 

dy 
genügende Function von x und y ist. Die Gesammttläehe, welche 
von den Ordinaten der Curve y := h{x) bedeckt wird, wenn man 
den Bogen Ol ins Auge fasst, ist demnach 
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jdx \N[x,h(x)] — N[x,0\\. 

Bedeutet sodann (x, y) einen Punkt einer anderen Curre 1 , se 
ist die zwischen beiden liegende Fläche 

K=\dx{N [x, y] — N [x, h{x)]); 

das zum Minimum zu machende Integral ist 

J= J dx \M{1 +p»); 



H= VüfCa/'-f !/'») + A {N[x. y] - N[x, h{x)]\ af, 
and die eine Gleichong der Extremaleu ist 



oder, indem man den Winkel ß durch die Gleichungen 

cos9 = T_i_, S.n9= , "' 
dennirt, 

Nun ist offenbar 



-jL — ^dx^i -\- dy* = dx cosH -\- dysind; 
somit ergiebt die vorletzte Gleichung 

XMdx = (^ <''' + ^~ <<>) •«» + VSd«.9 
i— (dxcosO -\- dy sind) 

= (ill„„9 _»i?„sfl) dl +ySc«M( 

\ ga^ cy / ' ' 

und da fem er 

so erhält man 
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IM= -L^ s,»e -^ cosä + M-j-,- 

Betrachtet man nun ii^end eine Schar von Extremalen, welche 
zu demselben Werth von l gehören und einen Theil der Fläche 
einfach bedecken, bo kann 6 ah Function von x und y an- 
gesehen werden, und man hat 

de dB dx , de dy 1 / ^ SO , . ^ gfl\ 

ds dx ds ' dy ds ^jf \ dx ' dy/ 

_ 1 / dcosB 1 dsinö \ 

~^\ ~^y~'^^^r 

diesen Werth in die vorige Gleichung eingesetzt, erhält mau 

Hieraus ist auf Grund einer allgemeinen Formel von Bonnet 
ersichtlich, dass X die geodätische Krümmnng der betrachteten 
Curve ist Die Gurren kürzesten Umrings haben also constante 
geodätische Krümmung. Die transversale Lage fällt auch hier 
mit der senkrechten an der Curve y ^ h{x) zusammen. 

DasB ein hinreichend begrenztes Stück einer Extremale in 
eine Schar der bezeichneten Art eingereiht werden kann, folgt 
aus § 30, da die Estremalen, welche zu einem festen Werth von 
X gehören, als Extremalen des Integrals J -\- kK im Sinne des 
absoluten Extremums angesehen werden können. 



8 36- 
Die Extremalen einer isoperimetrischen Aufgabe hängen im 
Allgemeinen von drei Parametern ab, der Grösse X und den 
beiden Integrationsconstanten , welche die Integration der Diffe- 
rentialgleichung des Problems einführt. Durch einen festen 
Paukt geht daher im Allgemeinen eine zweifache Mannigfaltig- 
keit von Extremalen. Eine solche werde, was in vielen Einzel- 
anfgahen leicht durchzuführen ist, durch die Gleichungen 

x = i{t,a,b), y = Ji{t,a,b) 
dargestellt, über deren rechte Seiten wir folgende Voraussetzungen 
einfuhren. Liegt t in einem gewissen Intervall %, so ei^eben 
die Gleichungen 

iE = |((, at, bo), y = t}it, «0, 6o) 
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ein nirgends singuläres, den Punkt enthaltendes Stück einer 
beatimmten Extremale 6, Die Functionen | ((, a, b), »j (t, a, b) 
seien regulär, sobald das Werthsjstem (t, a, b) einem beliebig 
begrenzten Gebiete (91) angebört, in welcbem alle Wertbaysteme, 
bei denen die Grössen \a — Oo | , \b — bo\ gewisse Grenzen 
nicht überschreiten, ( aber dem Interralle % angehört, enthalten 
sind. In diesem Gebiete (^ sei stets mindestens eine der GrösBen 
§(, tji von Null verschieden und mögen die drei Functional- 
determinanten 

(fi\ ^ (l V) i> (I, V) B (I, V ) 

*■ •' »((, o)' cit,by d{a,b) 

niemals zugleich verschwinden; alsdann können auch die beiden 
ersten von ihnen nicht zugleich verschwinden, da, wenn z.B. |t an 
der betreffenden Stelle von Null verschieden ist, aus den Glei- 
chungen 

lel« — Vt^a — S(»Jfc — fjdft = 
folgen würde 

,. = ^, 1. = ^, ^.{.-^{. = 0, 

60 dasB alle drei Grössen (6) verschwänden, was wir ausschliessen. 
Endlich mögen im Gebiete (M) zu verschiedenen Werthsjstemen 
der Grössen o, b verschiedene durch den festen Punkt gehende 
Extremalen gehören, deren Integrations - und isoperimetrische 
Constanten als Functionen von a und b anzusehen sind. Die 
Gesammtheit dieser Extremalenbögen bezeichnen wir ebenfalls 
durch (1). 

Die Grösse to kann auf den verschiedenen Extremalen dieser 
Schar verschiedene Werthe haben; ist sie gleich /oo ^r die Gurre 
@, so kann man aus mindestens einer der Gleichungen 

^0 = 1 (*o, ö, b), yo = r) (to, a, b) 
für ft, einen Ausdruck von der Form 

tu — tot ^ [a — Qo, b — 6o] 1 
ableiten, da in mindestens einer jener Gleichungen die Ableitung 
der rechten Seite nach tu für a = Oo. 6 ^ &o nicht verschwindet. 
Ist femer 1 ein von verschiedener, dem Gebiet (91) angehöriger 
Punkt der Curve 6, so hat man bei den eingeführten Voraus- 
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^1 = 1 Ci. Oo, *o), yi = 1 (*i, «0, &o), 
X — X, ^ [t — ti, a — «0, J — Jo]ii 
y — tfi = [t— h, a — ao,b — 6fl]i ; 
wenn daher z.B. die erste der Determinanten (6) für (=^*i, a^ Ua, 
h = ba von Null verBchieden ist, so erhält man durch AuflÖBimg 
dieser Gleichungen für a — a^ und t — ti Ausdrücke von der 
Form 

[x~xi, y~yi, b~b«]^. 
Eine gewisse Umgebung des Punktes 1 wird also von den Extre- 
malen der Schar (&) hedeckt, und zwar im Allgemeinen unend- 
lich vielfach. 

Jedes Bogenelement irgend einer Extremale der Schar (a) 
ergehe nun ein Werthsystem (x,y,a/,y'), in dessen Umgebung die 
Functionen F und G regulär sind; dann kann man längs irgend 
einer dieser Curven, welche vom Punkte 3 durchlaufen werde, 
das Integral 

^3 = J Fdt = JF [g (i, a, 6), ..., i;, (t, a, b)] dt 

hilden; dasselbe ist eine reguläre Function von ^, a, b und man 
hat offenbar, da die untere Grenze ta eine Function von a und b ist, 

da '^ I 9o '' J da 

h 

oder, indem man partiell integrirt, und wo keine Argumente 
hingeschrieben sind, das System |, i], |j, i;^ nimmt, 

(7) '# = - ^ r 1^ + ^'«- + '''">• i;+|''"iJ.cÄ-i'i) 

In dieser Formel kann offenbar a durch b und unabhängig da- 
von J, F durch K, G ersetzt werden; dasselbe gilt für die Formel 

(8) ^ = F j' = i,F^ + „F.. I'. 

Nun ergieht die Definition der Grösse U 

Kneier, VuIatiansreBhuung, () 
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f'l 8^+«-| ="l B^ + '-l =*'l BF + «•! =•■•="■ 
andererseits gilt die Identität 

H(t, .., ?,) = I.B, «, .., ^,) + v.Br Ö, -, %); 
somit folgt 

(9) fl|" 2^ + JJ,{. + J7,,,|' = fl|* ||!+ü-,|.+ fl,,.|° = 0. 

Gombinirt man daher die Formel (7) mit der für K analog ge- 
bildeten und ist l die isoperimetrische Constante der vom Punkte 
3 durchlaufenen Extremale, so verschwinden in dem Ausdruck 

die auf den Punkt bezüglichen Glieder, ebenso das Integral 
wegen der Gleichungen der Extremalen, so dass 

(10) ^ + * ^ = -S'f. + "•■I- 1'. 

wobei natürlich a auch durch b ersetzt werden kann. Sind o, i 
und *3 Functionen von z, so folgt hieraus und aus der Formel (8) 



dz 



+ i 



TT /i. <**» 1 j- '^*\ \ n i äa , db\ , „dt\> 

oder, da die Identität 

gilt, 

,,,, liJ., I , dK„ _ „ <ii 1 I, iy\' 

(") -3r + *-3r--^-37 + ^>'37| • 



Wir setzen, indem wir t auf den Pnnlct 3 bedelien, 
K„ = ei ((, o, i) 
und füliren die neue Voraussetzung ein, dass die Functional- 
determinante 



8 ((, o, t) 



i, % 
1. 
11 
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im Gebiet (%) nicht verschwinde, abgesehen vom Punkte 0. 
Darin ist die oben betreffs der Determinanten (6) gemtichte An- 
nahme eingeschloBsen , und wir sagen jetzt, die Extremalen (ä) 
bilden ein Feld jedes Bogens 12, welcher der Cnrve 6 innerhalb 
des Gebietes (51) angehört; der Punkt 1 kann der Lage be- 
liebig nahe liegen, ohne sie jedoch zu erreichen. Die Eigen- 
schaft, ein Feld zu bilden, bleibt erhalten, wenn man die Rollen 
der Integrale JunJ X vertauscht; multiplicirt man nämlich in 
der Determinante ^ die erste und zweite Colonne mit Bx- und Hy' 
und addirt sie zu der mit — A multiplicirten dritten, so ergiebt 
sich auf Grund der Identität 



und der Gleichungen (8), (10) 
— XJ = 






da 

gJ03 

db 



Da nun X von Null vei^chieden ist, so gilt dasselbe für das Ge- 
biet (%) von der rechts stehenden Determinante; da diese aus 
^ hervorgeht, indem man K durch J ersetzt, ist die Behauptung 
bewiesen. 

Jetzt seien die Punkte 1 und 2 durch eine Curve S ver- 
bunden, die innerhalb des von den Extremalen (W) bedeckten 
Theiles der Ebene verläuft, und dieselben Stetigkeitseigen- 
schaften besitzt, wie die gleichbezeichnete in § 17; in den 

durch ihre Elemente deflnirten Werthsystemen (x, y, t— , ■^\ 
seien F und G regulär. Es sei femer 
(12) £i, = £is, 

wenn links über die Curve 6 integrirt wird, das nngestrichene 
Integral sich aber, wie fortan immer, auf 2 bezieht Längs der 
letzteren wachse der Parameter r, dessen Functionen x und y 
sind, in der Richtung von 1 nach 2 hin; 3 sei einer ihrer Punkte, 
welcher mit durch die dem Inneren des Feldes (91) angehörige, 
den Werthen o ^ »j, 6 ^ 63 entsprechende Extremale 03 ver- 
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bnnden sei. Dann hat man für die Umgebung des Punktes 3 
die Grleicbangen 

z ^x, =^{t,a,b)- |.(i„03, 6a) = [( — *Ä. a — «3. * — Mr 
3/ — t/s = 1) (i, «, 6) — ») (tj, ÖS. 63) = [t — ti,a—as,h — 63]^, 
o — ro, = oj ((, O, ft) — OJ (ta. Oj, fta) = [* — *3, « — «ji * — &s]i. 
und die Coefficienten der linearen Glieder auf der rechten Seite 
haben die Determinante J V; man kann daher aus diesen drei 
Gleichungen die Grössen t — t^, a — Og, t — 65 in der Form 
(13) [x — 3:3, y — Vi, ra — Call 

ausrechnen, and diese Keihen haben einen nicht verschwindenden 
Convergenzbereich. Die so erhaltenen Werthsyateme ((, a, 6) ge- 
Fig. 15. hören ebenso wie (tj, «3, h,) 

dem Inneren des Gebietes (31) 
an, 80 lange die Grössen \x — a^), 
I y — 1/3 1, I ra — i»g I gewisse 
Grenzen nicht überschreiten. 
Ist also der Punkt 4 hin- 
reichend nahe bei 3 gelegen 
(Fig. 15) und a ein hinreichend 
kleiner vorgeschriebenerWerth^ 
80 kann man die Punkte und 4 durch eine solche Extremale 
des Feldes verbinden, dass das längs dieser gebildete IntegralÄij 
den Werth Oj -]- w hat. Setzt man speciell 

«=£34, 
indem das Integral längs der Cnrve ß gebildet wird, so sind alle 
Argumente der Ausdrücke (13), mithin auch die erhaltenen 
Werthe von a und b solche Functionen von z, wie sie in § 17 
durch 9>(r) bezeichnet wurden. Dabei gilt für die beiden Extre- 
malen 03 und 04 die Beziehung 

und hieraus folgt 

Lassen wir also den Punkt 3 in eine benachbarte Lage übergehen 
,und verbinden ihn in dieser mit dem Punkte durch die de- 
.finirteExtremale 03, so bleibt die Grösse E^i -\- K^^ constant. 

Körnten wir den Punkt 3 in dieser Weise den ganzen Bogen 8 
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durchlaufen lassen und ist @ die Aofangs- und Endla:ge der 
conatruirten Extremale 03, so sagen wir, die Weierstrasa'ache 
Construction sei möglich. Die Grössen a, 6, die zu der Extre- 
male 03 gehören, sind dann in dem ganzen Intervall von t, bis 
tj Functionen von r mit den Eigenschaften der Grössen ^(z) 
dee § 17; ihre Anfangs- und Endwerthe sind ao, ho, während die 
constante Grosse Kq^ -\- Ks^ für t ^ Cj und c = rg dieWerthe 

■ff"»! + ^n. ^«s = ^01 + -ffia 
annimmt, welche nach (12) gleich sind. Bei speciellen Aufgaben 
kann die Weierstraas'sche Construction oft als möglich erkannt 
werden; eine allgemeine Bedingung ihrer Durchführbarkeit ent- 
wickeln wir in § 38. 

Um nun der Frage nach dem Extremum des Integrals J 
näher zu kommen, bilden wir, die WeierstrasB'scheConstruction 
als möglich vorausgesetzt, die Grösse 

indem das erste Integral längs der construirten Extremale 03, 
das zweite längs der Curve 2 gebildet wird. Diese Grösse ist 
eine Function ^(t) im Sinne des §17, und da die Extremale 3 
schliesslich in die Lage d übergeht, so hat man 

W \"= J„i + J,„ W\''= Jo, + <^a = Jo^. 

Gelingt es daher, das Vorzeichen der Grösse d W als fest nach- 
zuweisen, so ist die Differenz J^^ — J^ von demselben Vor- 
zeichen. Die Grösse d W ist aber nach den Formeln des § 35 
explicite anzugeben; da nämlich Kgi -j- ^^i constant, also 

dz 

ist, so hat man 

dW _dZi dKos I dJ,j dK,^ 

dz — dz ~^ dz + "di" + ^ ~d^' 

wobei A die isoperimetrische Constante der Extremale 03 sei. 

Mit Benutzung der Formel (11) und der offenbar richtigen 

Gleichungen 

dt V'^'dt'dr/' dz X^" dz'dij 

ergiebt sich hieraus 
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-j— = E, (X, y, fo II,) J7 + fl/ (a!, y, it, ijO jj- 

Dieser Ausdruck ist identisch mit dem früher durch 

, dx dy\ 



■'{-y^'^''^'^) 



bezeichneten, in welchem F durch H ersetzt ist; die oben (§ 21) 
abgeleiteten Eigenschaften von <g können daher benutzt nnd 
besonders das ordentliche und ansserordentliche Verschwinden 
unterschieden werden. Hat S stets ein constantes Vorzeichen, 
und verschwindet längs keiner der in Betracht gezogenen Curven 
8 überall, so wird das gesuchte Extremum des Integrals J durch 
den Bogen 1 2 wirklich geliefert. 

Wenn <§ längs eines endlichen Theiles der Curve 8 überall 
ordentlich verschwände, so hätte man längs desselben 

dx ^ dy ^ „ 

^ = m l(, d7 = *" '?!' »w > 0; 

da aber auch die Gleichungen 

nach t diderenzirt werden können, so ergiebt sich 

^ dt , ^ da , ^ db . 

«' K + «-27 + «'S? = "'«'• 
''^^ dt , da , db 

l- 37 + •>• 37 + " 57 = """■ 

Femer ist offenbar 

dto dt , da , db ^ /^ > , 

3r= °"37 + "• 37 + "" 37' »" = "(i, ,, {„ „); 

da nun Kau + ^as 'on t unabhängig ist, so folgt 

dSoj dK,, dea „ A dx dy\ 

= m tr {I, ij, |j, ij,) = mat 
oder 

da dt , da , db 

dt OT ' dt ' dt 

Diese Gleichung kann aber mit den unter (15) angeführten als 
homogen linear in den Grössen 
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da dh dt 

dz^ di"' dz ~ 

angesehen werden; da nun die Determinante der Coefficienten 

mit z/ identiBch, also von Nnll verschieden ist, so können die 

drei Gleichungen nur zusammen besteheu, wenn . 

da db 

d7^d^ — ^- 

Hieraus aber würde, da a und & durch die Weierstrass'sche 
Construetion als Functionen (p(z) im Sinne des § 17 bestimmt 
sind, wenn 3 und 4 irgend zwei Punkte des betrachteten Bogens 
sind, folgen 

a|' = ftl' = 0; 

der Bogen wäre also ein Theil einer Extremale des Feldes. Ver- 
schwände S längs der ganzen Curve S in ordentlicher Weise, so 
miisste, da «o, ho die Endwerthe von a, b sind, S mit 6 zusammen- 
fallen. Ist dies nicht der Fall, und ist ein ausserordentliches 
Verschwinden von S, sowie ein Zeichenwechsel entweder über- 
haupt oder durch Beschränkung der verglichenen Curven S aus- 
geschlossen, so ist die Differenz 

wV' = [sdz= J,, — t^i, 

von Null verschieden und hat das Vorzeichen mit <§ geraein, 
womit das Extremum gesichert ist. 

Im Ganzen sind somit drei Bedingungen als hinreichend für 

den Eintritt des Extremums nachgewiesen, 1) die Existenz eines 
Feldes oderdieJacobi'sche Bedingung, 2) die Weierstrass'sche 
Vorzeichenbe dingung, d. h, das in dem angegebenen Sinne feste 
Vorzeichen der Grösse S^ 3) die Möglichkeit der Weierstrass'- 
schen Construetion innerhalb des Feldes. Sind diese Bedin- 
gungen erfüllt, so liefert die Extremale 6 ein Extremum des 
Integrals J, , gegenüber den im Felde verlaufenden Curven 12 
oder S, welche einen vorgeschriebenen Wertb K^j ergeben. Je 
nachdem das Vorzeichen von S überhaupt gesichert ist oder nur, 
wenn 2 in engerer Nachbarschaft der Curve ß liegt, ist das Ex- 
tremum stark oder schwach. 

Dabei wird das Extremum im Allgemeinen nicht von dem 
im Punkte beginnenden Bogen geliefert, sondern von dem 
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Bogen 12, dessen Anfangspunkt 1 beliebig nahe an die Lage 
heranrücken kann. 

Ersetzt man übrigens in der allgemeinen Untersuchung des 
§ 21 die Function F durch H, so sieht man, dsas die hier be- 
trachtete Grosse. S ein festes Vorzeichen besitzt, sobald dasselbe 
von der Grösse 

■^1 = 7i ^'^ = ^ ^v'V = ^ i^v'y' + ^^Vff) 
oder auch, wenn af nicht Terschwindet, von dem Froduct 
(/pp -(- i()'pp)da! gilt Die Weierstrass'sche Vorzeichenbedin- 
gung kann daher durch die Legendre'sche des § 17 ersetzt 
werden, wenn man in dieser i^-(- A Cr anstelle vonF treten lässi 
Sind die Bedingungen 1) und 2) erfüllt, so bleiben sie 
erfüllt für die Aufgabe, welche man erhält, indem man die Inte- 
grale J, K ihre bisherigen Rollen vertauschen lässt. Für die Be- 
dingung 1) folgt dies unmittelbar aus den obigen Bemerkungen, 
wonach die Eigenschaft gewisser Estremalen, ein Feld zu bilden, 
bei jener Vertauschung erhalten bleibt. Analoges ergebt sich 
für die Bedingung 2) daraus, dass R und S durch 

ersetzt werden; letztere Grösse hat offenbar, da A von Null ver- 
schieden ist, ein festes Vorzeichen, wenn dies von § gilt, wobei 
freilich das Vorzeichen nicht das der Grösse S zu sein braucht Das 
Estremum hat daher in der neuen Aufgabe denselben Charakter 
wie in der alten, oder den entgegengesetzten, je nachdem k 
positiv oder negativ ist Damit ist der einfachste Fall eines von 
Mayer aufgestellten Reciprocitätsgesetzes bewiesen. 



§ 37. 

Beispiel. Aufgabe IX (§34). Die Extremalen sind Ereise 
vom Kadius ±A; die durch einen Punkt 0, z. B. den Coordinaten- 
anfangspunkt gehenden können in folgender Weise dargestellt 
werden. Es seien a, b die Coordinaten des Mittelpunktes m, der 
Radius sei r (Fig. 16); dann kann man setzen 
(16) x= a->rrcose, y — b -\- r sin 6, r"» = a^ -\- b'^ 
und Ö ist der Winkel, den der Radius, von der zur -j-a^-Aie 
parallelen Lage mx ausgehend, im positiven Drehungssinne be- 



by Google 



§ 37. 



Das einfachste t 



137 



schreiben masB, um seinen Endpunkt in den jeweils betrachteten 
Punkt 1 des Kreises zu bringen; positiv ist, wie gewöhnlich, der- 
jenige Drehungssinn, welcher nach einer Drehung um 90" die 
Fig. 16. 




-|-a:-Axe in die +y-Ase überführt. Ist femer g> der Winkel, 

um welchen der Strahl Om, im positiven Sinne gemessen, von 

der -|-a:-Axe abweicht, so bat man 

(17) a = rcosfp, b = rsin^, 

und der Badius mO ist demnach um 9 + " gßgßi »"ic geneigt. 

Setzt man daher 

(^3r-(-g3 — 0, = X -\- f — (, 
so ist rt der im negativen Sinne vom Punkte ab gemessene 
Kreisbogen 04 und man hat nach (16), (17) 

Zoa = B = t^a" + iS |(i, a,b) = a — acost — hsint, 
)j (i, a, Ä) ^ Ä — bcost -\- a sin t. 
Diese Functionen sind überall regulär, so lange r zwischen zwei 
übrigens ganz beliebigen positiven Grenzen verbleibt. Man hat 
ferner 

at 



Jz=z 



1 — c 



st, 



sint, 



— sin t, 1 — cos t, 

nt — bcost, aeost-\-bsint,r 

nd wenn man a und b durch andere Variable «, ß ausdrückt, 

8(g, i?, oj)^8(g, 7;, 0) d(t, g. 6) ^ , 8(q, i) . 

((, a, ß) 'd ((, d,'b) ' d ((, a, ß) dla,ßy 

sind speciell «, ß die rechtwinkligen Coordinaten des Punktes m 

in einem neuen System, so hat der Factor neben zf den Werth 



(18) 
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i 1. Wenn nun specisll Ä = ist, so liat man o» = r', und 
es ist 

1 — eost sint t 

^ ^ r — sint 1 — cost 

51» t cost 1 

= r(2 — 2cost — ist«*) = irsin ^ (sin ^ — ö ^"^ ö)' 

Durchläuft aber der Punkt i den betrachteten Kreis, so bewegt 
eich t in dem Intervall 

(19) ^ i < Ssr, 

die Factoren des Ausdrucks ^ sind also, abgesehen vom Punkte 0, 
von Null yerschiedeu. Verachwindet b nicht, so ersetze man das 
Coordinatensystem (a, b) durch ein neues (ot, ß), dessen AbsciEsen- 
axe durch m geht; dann bleibt ^ nach der Formel (18) eben- 
falls Ton Null verschieden. Damit ist gezeigt, dass alle Kreise, 
die durch den Punkt gehen und, wenn e, y positive Constante 
bedeuten, einer Ungleichung 

(20) £ä < a« + i» < y" 

unterworfen sind, ein Feld im Sinne des § 36 bilden, sobald man 
t durch die Ungleichung (19) beschränkt, d. h. keinen der Kreise 
mehr als einmal durchlaufen denkt 
Da bei dieser .\ufgabe 

und die Quadratwurzeln positiv sind, so hat raan 

— {i)Dx + ki Dx' + Dy) 

Bx 



= l^/Dx' + Du'l , , 

+ _ J_^ J» ll. 

V«"' + »'■ iDx' + Dy I 

die eingeklammerte Grösse ist (§ 23, Aufgabe 1) nie positiv, 
und S verschwindet nur, wenn 

a/ Dx y' _ Dy 

^if' + y" ^ ^Dx' + Dy' JiT' + j" ~ iDx' + Dy' 
d. h. nur in ordentlicher Weise. Da ferner die Richtung wach- 
sender t zum auswärts gerichteten Radius so liegt, wie die 
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-|-a;-Axe zur -(-y-Axe, so ist l nach §34 negativ, also S positiv, 
nnd das gesnchte Extremum ein Maximum. 

Jetzt seien die Punkte 1 2 durch einen Bogen eines Kreises 
verbunden; ausserhalb dieses Bogens liege auf dem Kreise der 
Punkt 0. Durch diesen werde die Abecissenaxe parallel zur Ge- 
raden 12 gezogen und die y-kxe so gelegt, dass auf dieser Ge- 
radeu p positiv ist. Dann führt die oben defiuirte Richtung 
wachsender t von 1 durch den Bogen Q. zum Punkte 2, und das 
Integral 



J,^ = jyx'dt 



ist die positive Fläche zwischen © und der geradeu Strecke 12, 
vermehrt um ■ das von den Ordinalen der letzteren bedeckte 
Rechteck. Es sei ferner ß eine beliebige 1 und 2 verbindende 
Curve von denselben Stetigkeitseigenschaften wie in § 17 und der- 
selben Länge wie 6, welche nicht in einen Kreis mit dem Radius 
2 £ und dem Centrum hineingeht, was durch passende Wahl dieses 
Punktes stets zu erreichen ist Dann haben alle Kreise, welche 
durch und einen der Curve S angehÖrigen Punkt 3 gehen, 
einen Radius, der grösser als s ist. Beschränkt man sich auf 
solche, deren Radien eine gewisse Grenze y nicht überschreiten, 
so gehören sie alle dem Felde (20) an. 

Durchläuft nun der Punkt 3 den Bogen 2, so verbinde man 
ihn in jeder seiner Lagen mit durch einen Kreisbogen von 
der Länge 

So, + Zls = arc Ol +orc 13, 
wobei der erste Bogen auf dem Kreise 012, der zweite auf der 
Curve 8 gemessen wird. Diese Grösse ist grösser als der gerad- 
linige Abstand 03, man erhält daher für den gesuchten Bogen 
einen endlichen Radius, und, da er sich offenbar mit 3 stetig 
verändert, eine endliche obere Grenze y. Von den beiden zur 
Geraden 03 symmetrisch gelegenen Kreisbögen der verlangten 
Beschaffenheit nehmen wir immer den, der aus der Anfangslage 
© stetig hervorgeht; da der Radius endhch bleibt, ist U auch die 
Endlage desBogensOS und die Weierstrass'sche Construction 
innerhalb des Feldes (20) in vollem Umfange als möglich erwiesen. 
Die allgemeine Theorie des § 36 ergiebt daher 

d, h. das vom Kreisbogen 6 und der geraden Strecke 1 2 be- 



by Google 



140 Vierter Abiohuitt. § Sa 

grenzte Segment ist grösser als das durch die Curve 2 definirte. 
Damit ist offenbar noch mehr als die MaximnmseigenBchaft 
erwiesen. 

§ 38. 

Die Weierstrass'sche Construction ist ausführbar, wenn 
man der Curve S eine Beschränkung auferlegt, die bei vielen 
Aufgaben naturgemass erscheint, und darin besteht, dasa in be- 
nachbarten Punkten der Curven 8 und 6 auch die vom Punkte 
aus längs beider Curven gebildeten Integrale K nur wen^ 
von einander abweichen. Um diese Festsetzung genauer zu for- 
muliren, nehmen wir an, eine beliebige, vom Punkte ausgehende 
Curve werde vom Punkte 6 durchlaufen, Kq^ sei das längs dieser 
Curve erhaltene Integral, und g sei die dritte der rechtwinkeligen 
Raumcoordinaten. Setzen wir dann allgemein 

so beschreibt der Punkt {x, y, z) eine gewisse, ebenfalls Tom 
Punkte ausgehende Raumcurve; die auf diese Weise irgend 
welchen Punkten 1, ... 6 zugeordneten Punkte des Raumes seien 
durch \'>, ... 6" bezeichnet. Es entspricht dann jeder Eztremale 
des Feldes eine Curve 

X =: ^ {t, a, h), y := ^ (t, a, b), e ^ ot (t, a, b) ; 
für a ^ an, b = bo erhält man eine der Curve @ entsprechende 
Raumcurve d". Der aus dem Extremalenbogen Ol und der 
Gurve 2 zusammengesetzten Linie entspricht eine Raumcurve, 
welche bis zum Punkte 1% dessen Goordinaten 

X = Xi, y =; 1/,, g ^ Koi := et (ti, üa, b^) 
sind, mit iS." zusammenfallt, dann sich aber von dieser trennt; 
der Punkt 3'> hat die Goordinaten 
(21) « = %, y = 3/3, :e = Ä;, +Äi,. 

Die neue Festsetzung besteht nun darin, dass nur diejenigen 
Curven ß mit G hinsichtlich der Werthe des Integrals / ver- 
glichen werden, deren zugehörige Raumcurven &<■ einer gewissen 
Nachbarschaft (§ 17) der Gurve 6* angehören. 

Auf der letzteren entspreche einem Punkte 5 des Bogens 12 
der Pnnkt 5*, für welchen 

X =^ x^, »/ = ^5, 3 = K^i, = a ((b, Oo, 6o) = ^ii 
dann können die Gleichungen 
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X — x^— iit, a, h) — Xi = [t — ij, o — «0, fc — h\, 
(22) y — j/b = ij (i, o, 6) — i/j = [i ~ (j, a — Oo, 6 — 6»],, 

s — iTj = 0) ((, a, h) — Zi =^\t — (j, a — a„,h — 69]^, 
in welchen die linearen Glieder rechts die Determinante id {(j, 
flo, 60) haben, dadurch erfüllt werden, dasa man für ( — ^, 
a — Oo) ft — &0! gewisse bestimmte Reihen von der Form 

[x^x„ y — y,,, z — is,\ 
einsetzt. Diese Ausdrücke definiren (, o, 6 als Functionen von 
X, y, z, welche an jeder Stelle 5" regulär sind, welche daher, wenn 
die CutTO 6 sich selbst nicht schneidet, also zu verschiedenen 
Werthen t^ auch verschiedene Punkte 5" gehören, innerhalb 
eines gewissen, den Bogen 1''2*' umfassenden Gebietes ©" regulär 
and eindeutig bestimmt sind, so dass dasselbe von den Extre- 
malen, welche den durch die obigen Ausdrücke definirten 
o, b entsprechen, genau einfach erfüllt wird. Fällt der betrach- 
tete Punkt auf die Curve & selbst, so gehen a und h in a^ und 
60 über. Das Gebiet ©* kann man sich z. B. als den Raum 
vorstellen, den eine Kugel von constantem Radius durchstreicht, 
wenn ihr Mittelpunkt den Bogen 1''2'' durchläuft. 

Verläuft nun die Curve S" ganz im Inneren des Gebietes ©", 
so liegt jeder Punkt 3» auf einer bestimmten der definirten Ex- 
tremalen des Feldes, und man hat die Gleichungen 

3^3 = I (*3i «1 *). 1/3 = *I (*3i »7 6). JS'a = ra ik, O, h). 
Hieraus folgt nach der dritten Gleichung (21) 

a ((3, a, b) = Sis = Koi + £■,!, 
mithin _ 

^03 -\-K,, = Koi + Äi, = -ffoi + ■£.« = -Eo»; 
die Projection der construirten Curve 03" auf die xy-Ebene ist 
also genau die bei der Weierstrass'schen Construction ge- 
suchte Extremale 03 und sie geht nach den an die Gleichungen 
(22) geknüpften Bemerkungen in © über, wenn der Punkt 3" 
in eine der Lagen 1" und 2" rückt. Bei der neu eingeführten 
Beschränkung der Curven S ist also die Weierstrass'sche Con- 
struction immer möglich, und eine der in § 36 angegebenen 
hinreichenden Bedingungen des Extremums fällt weg. 

Beispiel. Aufgabe XI. Einen schweren homogenen Faden 
von gegebener Länge und gegebenen Endpunkten in einer ver- 
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ticalen Ebene so zu legen, dasB sein Schwerpunkt möglichst tief 
liegt (Gleichgewichts&gur, Kettenlinie). 

Ist die -|-^-Axe die Richtung der Schwere, I die Länge 
des Fadens Ol, die Masse der Längeneinheit Eins, so ist die 
Ordinate des Schwerpunktes 

\ I y V«'> + >" dt, 

es ist also das Integral 

J = j t, ^^^TZfY* dt 

zum Maximum zu machen bei vorgeschriebenem Werth des 

Bogenintegrals 

K=ji^> + y"dt, 

und die erste Variation des Integrals 

J-\-lK=^(y-\-l) Va^s _|_ y-i dt 
ist gleich Null zu setzen. Für die Extremalen erhält man hier- 
aus (§ 9, Aufgabe H) die Gleichung 



I, -p A -^ y. -p ,, , «B.U| 

Die rechte Seite hat für a; = i so das Vorzeichen der Grösse a, 
die Curve ist also convex nach unten für a < 0. Dann ist 
y -\- i- immer negativ, und die Grösse 

positiv, und nur dann = 0, wenn die Werthsysteme (a/, y') und 
(JDx, Dy) dieselbe Richtung darstellen. Die Weierstrass'sche 
Vorzeichenbedingang des starken Maximums ist also erfüllt 

Die weitere Rechnung vereinfacht sich vermittelst der leicht 
zu beweisenden Formeln 

gof {«-!-«) = gof M6of« 4- ©inuSin«, 
^ ' Sin (« + «) = ©in « 6o| V + ©in v 6o[ m. 

Für die Constanten der durch den festen Punkt gehenden 
Extremalen gilt die Beziehung 
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und die allgemeine Gleichung dieser Currenschar kann demnach 
geschrieben werden 

Die rechte Seite dieser Gleichung ist regnlär, sobald a von Null 
Terschieden ist, und man kann setzen 

X = ^ {t,a,b) =^ t, y = t) (t, a, b) 

Da nun 

I, = 1, I, = I, = 0, 
so ist 

Weiter ist to die vom Punkte ab gemessene Bogenlänge, also 
fi, =JV1 +y'» d( = 1 t/l + ©in» '-=^ dt = [Sof ^^ dt, 



man erhält daher, wenn 

( _- & (o — ft 

— --— =M, = «0 

a a 

gesetzt wird, auf Grund der Formeln für die Differentiale der 
hyperbolischen Functionen (§ 23) 

, iSoJ « — 6oJ «0 — («Sin« — «i,©in«o)i ©inw — ©in«o|, 

~ Isin« — Sintto — («®of » — ito6o| «o), 6o( « — 6of «oj' 
differenzirt man ferner und benutzt die Gleichungen (23), so 
folgt 

_ Ä^ ^ I — « 6oj M, ©in« — ©inuo | 
du ~\ — u ©in«, 6of m — 6o( % I 

. I Soj M — «©in« — So[ «0 -j* Mo©in«o, Sof « 1 
"*" I ©in« — « 6oJ « — ©in «o 4" "« ^"J «o, ©in m | 
= (h — Mo) €o[ (m — Mo) — ©in (m — «o). 
Hieraus ergiebt sich 
d^zf 
~ d«^ = (« — Mo) ©in (« — «o); 

da die Grossen « — «o und ©in (« — «o) dasselbe Vorzeichen 
haben, so ist immer 
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da ferner cli& Grossen ^ und d^ : du für u ^ u^ Terschwinden, 
80 bat letztere stets das Vorzeichen von Ug — u, und erstere ist 
negativ, sobald u ^ «o. Geht man nun vom Punkte aus in der 
Richtung wachsender x die Kettenlinie entlang, so ist 



ebenso wie o negativ, ^ also negativ; es sind daher fiir ein be- 
liebig langes Stück der nach unten convexen Kettenlinie die 
hinreichenden Bedingungen des starken Maximums mit der 
oben angegebenen Beschränkung der Gurven H erfüllt. Dabei 
ergiebt sich, gemäss einer in § 36 gemachten Bemerkung, das 
Maximum zunächst für jeden Bogen 12, dessen Anfangspunkt 
beliebig nahe bei liegt; da nun die Lage des letzteren keiner 
Beschränkung unterliegt, so kann der Bogen 1 2 als ein beliebiger 
Theil der Curve angesehen werden. 

Die eingeführte Beschränkung der Curve S erscheint hier 
naturgemäss, weil bei jeder kleinen Verschiebong eines Fadens 
der einzelne materielle Punkt, der durch eine bestimmte, vom 
Punkte ah gemessene Fadenlänge definirt ist, als nur wenig 
verschoben vorgestellt wird. Die Curven 2 und 6 sind dann 
eindeutig so auf einander bezogen, dass entsprechende Punkte 
kleinen Abstand haben und denselben Werth des Integrals K 



Die allgemeinen Entwickelnngen der letzten Paragraphen 
bleiben mit geringen Modificationen gültig, wenn man annimmt, 
dass die Extremalen 

(24) x = i(t,a,h), y = 7} (i, a, b), 

zu welchen 6 gehört, nicht durch einen festen Punkt gehen, 
sondern alle eine feste Curve 6« transversal schneiden; man 
erhält dann Kriterien dafür, dass ein Stück der Curve @ ein 
Extremum des Integrals liefere unter allen Curven, welche einen 
festen Punkt mit ^er Curve ßg verbinden , und dem Integral K 
einen vorgeschriebenen Werth geben. 

Es sei 
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die Gleichung der Curre Soj dieselbe schneide 6 und die von 
dieser hinreichend wenig abweichenden Carven der Schar (24) 
im variablen Punkte unter nicht verschwindenden Winkeln, 
und sei in diesem Punkte regulär. Dann hat man die Gleichung 

(25) r [I (*o, a, 6), 1) (io, a, b)] = 0, 

welche nach („ aufgelöst werden kann, da für die betrachteten 
Punkte die Ungleichung 

ni, + r,„ % 

gilt. Man erhält daher, wenn (oo "äer Parameter ist, welcher 
auf der Curve 6 zum Schnittpunkt derselben mit Eo gehört, 
ifl — (ob ^ [a — «0, & — 6o]j- 
Da ferner die Extremalen der Schar (24) die Curve 6« trans- 
versal schneiden, so erhält man unter der Voraussetzung 

r^Dx + r^Dyl" = 
immer die Gleichung 

daraus folgt 

(26) A = H^ry~ HyT, 1" = 0, 
wobei die Argumente 

(27) ^ = I, y = 1?, x' = i^ y' = Vt 

zu nehmen sind. DifFerenzirt man sodann die Gleichung (26) 
nach a und b, so ergieht sich 

r.({,g + {.) + r,( 

r.(l.|f + i.) + r.(,.|f + ,.)f = o. 

In diesen Gleichungen kann man nach (26) die Grössen Fx und 
Fy durch Hx- und Hy ersetzen; sie werden dann genau mit den 
Formeln (9) identisch. Bildet man daher längs irgend einer 
Extremale der Schar, welcher der variable Punkt 3 angehört, 
die Integrale 

Ja, = J J-di = J ii'(g, Tj, g„ jjO dt, Ä05 = J '^ (^. ■■■- Vt) dt, 

80 gilt zunächst die von dem Zusammenhang zwischen 4< a, b 
unabhängige Gleichung (7) auch jetzt noch, und aus ihr folgen 
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genau wie in § 35 auf Grund der Formel (9) die Gleichungen 
(10), (11). 

E3 werde nun wie oben 

A'bj = o ((, «, b) 
gesetzt und angenommen, dass die Determinante 

d{t, a, b) 
längs des der Curve 6 angehörigen Bogens 02, abgesehen vom 
Punkte 0, nicht verschwinde; dann gilt dasselbe für alle auf der 
Curve 60 beginnenden Bögen von Estremalen der Schar, welche 
von 02 hinreichend wenig abweichen; die Gesammtheit der Bögen, 
für welche ^ von Null verschieden bleibt, heiase das Feld des 
Bogens 02. Auf der Curve 6^ selbst verschwindet z/ überall, 
wie die Formeln (7), (9) leicht ergeben. Eine gewisse Umgebung 
des Bogens 02 wird dann, wie eine in § 35 durchgeführte Be- 
trachtung auch jetzt zeigt, von den Extremalen des Feldes im 
Allgemeinen unendlich vielfach bedeckt. Innerhalb dieser Um- 
gebung werde ein der Curve 60 aogehöriger Punkt 1 mit 2 durclt 
eine Linie S verbunden, für welche die Gleichung 
(28) r„ = Koi 

besteht, auf deren rechter Seite längs der Curve 6 integrirt ist, 
während die un gestrichenen Integrale sich auch jetzt stets auf 
die Curve S beziehen mögen. Diese werde vom Punkte 3 durch- 
laufen; dann besteht eine der Weierstrass'schen analoge Con- 
struction darin, dass eine mit 3 veränderliche Extremalu des 
Feldes construirt wird, für welche die Grösse Ä'oi -|- K^^ con- 
stant bleibt, und welche, wenn die Punkte 3 und 2 zusammen- 
fallen, in die Curve 6 übergeht. Anfangs- und Endwerth dieser 
Grösse sind dann offenbar die beiden Seiten der Gleichung (28), 
Der in § 38 gegebene Beweis für die Möglichkeit der Weier- 
strass'schen Construction kann jedoch auf die vorliegende Auf- 
gabe nicht ohne Weiteres übertragen werden, da ^ auf der 
Curve 60, wie bemerkt, verschwindet. Dieser Umstand hat keinen 
Einäuss auf die Argumentation des § 36, nach welcher S nur 
längs einer Extremale des Feldes überall in ordentlicher Weise 
verschwinden kann; da nun die Grösse K^% -\- K^ von r unab- 
hängig ist, da ferner die Gleichungen (7), (10), (11) des § 35, 
wie gezeigt, auch jetzt gelten, so ergiebt sich, wie in § 36: 
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dr du ^ dt ' '^ dt V dT' dt/ 



<' 



, , dx dy\ 



Die Anfangs- und Endwerthe der Grösse W sind von den früheren 
verschieden ; man hat offenbar jetzt 

die Diiferenz J^\ — J^ hat aUo das Vorzeichen der Grösse S- 
Schneiden daher die Extremalen des Feldes die reguläre 
Curve @i, transversal, ohne sie zu berühren, so haben die in 
§ 36 angegebenen hinreichenden Bedingungen des Extremums 
dieselbe Bedeutung für das Extremum unter allen die üurve g» 
mit einem festen Punkte verbindenden Linien ß. 

Beispiele. Aufgabe IX werde in folgender Weise specia- 
lisirt. Von einem Punkte 2 sei nach einer Kreislinie 60 hin eine 
beliebige feste Curve § gezogen; durch eine zweite Curve ge- 
gebener Länge den Punkt 2 mit dem Kreise 6,, zu verbinden, 
welche mit diesem und der Curve g eine möglichst grosse Fläche 
einschliesst. 

Die Extremalen sind Kreise (Fig. 17) und liegen nach § 34 
zum Kreise 60 transversal, wenn sie ihn senkrecht schneiden. 
Da nun jeder Punkt 3 mit dem Kreise Fig. 17. 

So durch einen zu diesem orthogona- 
len Kreisbogen 03 gegebener Länge 
verbunden werden kann, sobald diese 
Länge die kürzeste gerade Verbin- 
duDgsstrecke zwischen dem Punkte und 
60 übersteigt, so ist die Weier- 
strass'sche Construction längs irgend 
eines Bogens 2 oder 1 2 von der vor- 
geschriebenen Länge immer in der 
Weise möglich, dass der Bogen 03 
dem längs der Curve 8 gemessenen 

Bogen 13 gleich ist; dabei können die Kreisbögen 08 so gewählt 
werden, dass ein den Kreis 60 in bestimmter Richtung SR um- 
laufender Punkt an jeder Stelle nach der concaven Seite des 
Bogens 03 geht. Diese Construction ist jedoch nur für ein 

10* 
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Stück 42 des BogeoB S durchzuführen, wenn dieser mit der zum 
Kreise 6o normalen geraden Strecke 14 beginnt, im Funkte 4 
aber die Gerade 14 yerlässt; dann ist die Strecke 14 die Grenze 
der Bögen 03, wenn man 3 und 4 zusammenrücken lässt, so dass 

(29) JÖ, + J3, 1"= Ji„ Kfls + K„ r'= K^t 

gesetzt werden kann. Da ferner, wenn der Punkt 3 in die Lage 
2 rückt, die Greuzlage des Bogens 03 der Bogen Q. oder 02 ist, 
mit welchem S verglichen wird, also die Gleichung 

lim i/oj =: Jftj 
gilt, BO ist nach (29) 



Jos -\- Ji3 r* = f Sdt = ^ 



woraus, da S ein festes Vorzeichen hat, das Extremum folgt, so 
lange die Jacobi'sche Bedingung erfüllt ist. 

Um zu erkennen, in welchem Umfange dies der Fall ist, 
nehmen wir an, es sei 

a-g + !/? = r" 
"die Gleichung des Kreises 60; ist b die in der Richtung S wach- 
sende Bogenlänge, so sind 

I äXt, . , dVn 

" = ^' + ''W '* = !'" + »ir 

die Coordinateo des Centrums eines Bogens 03 vom Radius |a|; 
bei der Bedeutung von iR ist a positiv. Nach der in § 37 benutzten 
Darstellungsweise kann der Kreisbogen 03, indem man den Coor- 
dinatenanfangspunkt durch den Punkt ersetzt, durch folgende 
Gleichungen dargestellt werden: 

X — x<i = (et — Xo) — (« — x„) cost — {ß — yo) sint, 
» — y» = (^ — J/o) 4- (« — ^0) sint — iß — yo) cost, 
oder, wenn man setzt 



IC, 


a,b) 


= x^-\- a 


dx. 
ab 


dx, 
" db 


co,t 


-«t 


1(1, 


0, b) 


= y, + tt 


^ + 


dx, 
"'db 


sint 


— c 


db 


durch die 


Gleichungen 
















! = £(( 


a,b), 


» = 1 


{t,a 


i). 




Offenbar ist t = 


= im Punkte 0; 


also hat man 








X.. = 


= at = 


«>((, 


.,i), 
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"-db ""*-"' ih""'' "-u"" 




+ «^ «•■»'.» 


8 «. 1, ») 


tc— ')-t^'»'->-» 


6 ((, o, 4) = 


+ ^.„u 




^ + »1^(1— 0-.^» 



Wenn nun für den betrachteten Bogen 03 die Gleichungen 

<») t»»- ^ = ' 

bestehen, so ergiebt die Identität 

sofort die Folgerung 

man erhält daher 

sin * cost \ 

l—cost sint t 
— sint 1 — cost 
und mit der Bezeichnung 

^ (() =z= sint — tcost 
ergiebt sich 

^ = -a,,(,) + 4„.-g^s.-„l„(|.). 

Ferner gelten offenbar längs des Kreises 6^ die Gleichungen 

b . b 

Xn = rcos —, Vn = r stn — : 

und wenn für den Punkt die Annahme 

^ = ^r 

gemacht wird, ao bestehen die Gleichungen (30) und damit auch 
die folgenden: 
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So lange daher die Kreisbögen 03 in Theüen des Radius a 
gemessen die kleinste Wurzel der Gleichung 



rq>it) — iasin 2 9* (2 ) " ^^ 



nicht erreichen, liefert der Bogen 02 wirklich ein Extremum der 
Fläche, die von ihm, dem Kreise ©„ und einer festen, diesen mit 
2 verbindenden Linie umschlossen wird. 

Man sieht leicht, dass di^ Kesultat gültig bleibt, wenn Sg 
eine beliebige reguläre Curve ist, und r ihr Krümmungsradius in 
dem Punkte, in welchem sie von dem Kreisbogen 03 orthogonal 
geschnitten wird. 

Aufgabe XI (§ 38). Die Stabilität eines schweren Fadens zu 
untersuchen, wenn der eine Endpunkt fest, der andere auf 
einer gegebenen Curve beweglich ist. 

Wir gehen von der folgenden allgemeinen Bemerkung aus. 
Eine zweifach unendliche Schar von Extremalen, welche durch 
einen Punkt gehen, oder die Curve 60 transversal schneiden, 
sei durch die Gleichungen 

X = ^ {t, a, b, c), y = rj (t, a, 6, c), 
Et,3 = CO ^= a> (t, a, b, c), g (a, 6, c) = 
gegeben, g^ sei von Null verschieden; dann hat die Grösse^ fol- 
gende Form: 



und da offenbar die Gleichungen 



8 (j, r,, e.) ^ 
■ 8 ((, o, i) 



e» 



I.+ I, 

nb + n< 

«6 + ro. 



gelten, 30 folgt 



I 8» , 



DijuiMb, Google 



-«=?B 



^b9c — icQb 



"xtrem 
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i, {. 


1. {. 


= S. 


Vi 1. 

0)t Wfl 


1> 1. 




9. 


91 9. 



SO dass ffc^ der rechts stehenden Determinante vierter Ordnung 
gleich ist 

Die gegebene Corvo So habe nun die Gleichung 

sie sei an der betrachteten Stelle nicht horizontal, / (a:,,) also von 
Null verschieden. Die Extremalen, für welche 



y-\-X = aQ. 



= @in 



«— J 



ist, müssen von % im Punkte senkrecht geschnitten werden, 
wenn der bewegliche Endpunkt des Fadens ist; man hat da- 
her die Gleichungen 

II « r ^0 — f> 
y, -j- Jl = o(Soj — , 

(31) « 

1 +/(x.)ft = 1 +f(x.) Sin 5l_? = ü, 

und die gesammte Schar der tranaversal schneidenden Extre- 
malen wird, indem man — x^t setzt und durch a die vom Punkte 
aus im Sinne abnehmender x gemessene Länge bezeichnet, 
durch folgende Gleichungen definirt: 

x = -t,y =f(Xo) + a (goj ^^ — 6oS -"-^) 

« = _a(ei„£^ _ @in?o:=_^ = 1 +/'(:r,)©in ?^^. 

Die Grösse — J, multiplicirt mit dem Analogen der oben durch 
ge bezeichneten Grösse, ist daher die Functionaldeterminante der 
rechten Seiten der letzten drei Gleichungen nach a, J, a;^; setzt 



80 findet man auf Grund der Additiousfonneln der Functionen 
©in, 6of unmittelbar 



z( = -«(«) + i 619' 
wobei gesetzt ist 



..«■w [ro 



i,)8in«, - 
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4>(«) = 2 - 2 6oi (w - Mo) + (« - «o) ©in (" - u„). 
Für diese Function gelten die Gleichungen 

«.(»o) = ^(uo) = 0, «"(«) == (« - «o) ©in (u - «,) 

= —[« — % — ©in (« — Mo)]*. 

^W __ » - Mo-a9(M- Mo) 

*(„j - („ _ „o) X9(« - «,) - 2 + [2:6o|(« - %)]' 
au8 -welchen unmittelbar folgt, dass für m > Mo die Grössen *(«) 
und ^'(m) stets positiv sind, der Quotient 0'(m):(P(m) aber, 
wenn man m von Mo ausgehen und positiv unendlich werden 
lässt, das Intervall von -j* ^ bis -]- 1 beständig abnehmend 
durchläuft. 

Fasst man nun nur solche Gleichgewichtslagen ins Auge, für 
welche die Leg endre'sche Bedingung des Maximums der Schwer- 
punktsordinate erfüllt ist, so müssen die betrachteten Extre- 
malen nach unten convex sein, mithin, ä& -\-y die Richtung der 
Schwere ist, n <; 0. Die Gleichung 

hat daher, wenn ©in Mo und damit 3,g Mo ebenso wie/"(3:a) po- 
sitiv ist, keine Wurzel oberhalb des Werthes Mo- Dasselbe gilt 
aber auch, da die Gleichung geschrieben werden kann 

soi«. [eis«. ^ + i] = °/'W®>ii'«.. 

wenn ©inwo negativ, /" (3:0) nicht positiv ist; denn dann ist 

6tg «0 < - 1, 
die linke Seite der letzten Gleichung also für m >- «0 sicher 
negativ, die rechte dagegen positiv oder Null. Nun haben nach 
(31) die Grössen ©inwo und /'{Xq) entgegengesetzte VorzeicheD; 
in den beiden betrachteten Fällen haben also f'{x^ und /"(^o) 
entgegengesetzte Vorzeichen , so dass die Richtung abnehmender 
X oder, da a negativ ist, wachsender w nach der convexen Seite 
der Curve ^^ hinweist. Die Jacobi'sche Bedingung für die 
Stabilität des Gleichgewichts ist also immer erfüllt, wenn der 
Faden im Punkte nach der convexen Seite der Curve %, hin- 
geht, oder diese im Punkte die Krümmung Null hat, z. B. eine 
Gerade ist Wenn in einem dieser Fälle die Weierstrass'sche 
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Conatruction möglich ist, so liegen alle Bögen 03 im Inneren 
des Feldes, und die Stabilität ist für ein beliebig langes Stück 
des Fadens gesichert, 

Haben /"(xt,) und /'(x^) diisselbe Zeichen, so dass der Faden, 
für welchen « >■ «(, sei, nach der concaven Seite der Curve ßo 
hingeht, so hat die Gleichung (32) fiir it > «o eine einzige 
Wurzel M, sobald die Ungleichung 

ra/"('j;o )@in'Mo 



29«. p 



>1 



besteht Siebt man daher die Richtung der Curve 60 und die 
Gestalt des Fadens, d. h. die Grössen a und Ug als fest an, und 
lässt die Krümmung der Cnrvo 6,, variiren, so tritt eine Wurzel 
ü auf, sobald der absolute Werth der Krümmung eine gewisse 
Grenze erreicht hat Wächst derselbe über alle Grenzen, so 
nähert sich ü beständig abnehmend der Grenze Ug an, d. h. das 
Stück des Fadens, für welches die Jacobi'sche Bedingung er- 
füllt ist, wird unendlich klein. 

Um nun die Weierstrass'sche Construction zu discutiren, 
suchen wir eine Kettenlinie, welche im Punkte die feste, weder 
horizontal noch vertical liegende Gerade T berührt, und ausser- 
dem den Punkt 1 enthält, der nicht auf derselben Verticalen wie 
liegt Die Gleichung der Geraden T kann man sclireiben : 

y — yo = {x — a:,) ©in Mo ; 
der Werth Mo ist dann eindeutig bestimmt, da die Function ©in 
bei wachsendem Argument alle Werthe von — co bis + rn 
wachsend durchläuft. Die sämmtlichen im Punkte die Gerade 
T berührenden Kettenlinien werden durch die Gleichungen 
(33) 1/ — ^0 = a (6o|m — "äo(Mo). a; = a:,, + a (m — Mo) 
dargestellt, in welchen u ein Parameter ist. Sehen wir a als 
veräDderlich, x als fest an, so hat man 

^ 6o(m — (w — Mo) ©in« — 6oiM(,; 
die Ableitung der rechten Seite nach m ist (M(, — «) 6o[m, hat 
also das Vorzeichen der Differenz «o — m, die Grösse selbst ver- 
schwindet für M = Uo, ist also negativ, so lange m endlich und 
von Mo verschieden bleibt. Für unendlich kleine Werthe von 
a erhält man nun, je nachdem a positiv oder negativ ist, 
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ßo(« = -|- 03, y = + 00, 
Da ferner die erste Gleichung (33) geschrieben werden kann 

y — yo = (x — aro) ©inuo -f (x — x^) [w — »„],, 
wobei die Coefficientec der letzten Reihe von a unabhängig sind, 
so folgt für a =5 + 00 die Gleichung 

y = y« + (a; — 3-o) ©inwfl. 
Die Grösse y geht also von diesem Werthe aus abnehmend bis 
— oo , dann ebenso von -|- oo bis zn diesem Werthe zurück, 
wenn man a von — od bis + go wachsen lässt und für x einen 
festen Wertb, etwa Xi, festhält. Für einen einzigen, bestimmten 
Werth Yon a erhält man daher, wenn x^ — x^ von Null ver- 
schieden ist, y ^ yi, womit die gesuchte Curve gefunden und 
als eindeutig bestimmt nachgewiesen ist. Sie ist nach unten 
convex (a •< 0), wenn der Punkt (x^, j/,) oberhalb der Geraden 
T liegt, d. h. wenn 

Vi < y* + (3^1 — ^o) ®in «0- 
Jetzt beschränken wir uns auf den Fall /' («o) >■ 0, in 
welchem die Kettenlinie, in der Richtung abnehmender x ver- 
folgt, von der Curve Po aus sich zunächst senkt. Nähert sich 
(Fig. 18) dann der Punkt 3 auf der Curve 8 der Lage 1 , d. h. 
" ihrem Schnittpunkt mit (?,,, bo 

wird der längs der Curve 2 ge- 
messene Abstand 13 oderiTig un- 
endlich klein. Verbindet man da- 
her den Punkt 3 mit einem festen 
auf der Curve 6o und tiefer als 
der Punkt 1 liegenden Punkte 4 
durch eine zur Curve Gj, recht- 
winkelige Extremale, so ist diese 
nach unten convex, da, sobald 
der Bogen 13 hinreichend klein ist, der Punkt 3 oberhalb der 
Normale des Punktes 4 liegt, und die Länge des Kxtremalen- 
bogens 34, welche wirSsi nennen, bleibt oberhalb einer positiven 
Grenze, wenn K^3 unendlich abnimmt. Daraus folgt, dass man 
einen von 1 beginnenden Theil 2i von der Curve 2 abschneiden 
kann, für welchen die Ungleichung 
(3*) -ff,B<ff3, 

gilt, sobald 3 ein Punkt des Bogens 2i ist Ist ferner 35 die 
durch 3 gehende Normale der Curve 0"^, und lässt man längs der 
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Curre Q,q den Punkt 6 von 4 bis 5 laufen, so liegt derselbe nie- 
mals vertical über oder unter 3 und seine Nonnale läuft stets 
unter dem Punkte 3 durch. Es kann daher stets eine die Curre 
€o senkrecht schueidonde nach unten convexe Extreinale 36 
construirt werdMi, für deren Länge ffijg, wenn ffjs der gerad- 
linige Abstand 35 ist, die Ungleichung 

gilt, und Jtjs — i^sj kann beliebig klein werden. Da nun 
offenbar 

^13 ä ifs5, 
so ergieht sich der Ungleichung (34) zufolge für mindestens eine 
Lage des Punktes 6 

^■. = st,., 

■womit die "Weierstrass'sche Construction zunächst für den 
Bogen 2, durchgeführt ist. Für den Rest der Curve S folgt ihre 
Möglichkeit aus § 38, wenn man in der dort gegebenen Weise 
variirt; denn die Grösse ^ verschwindet hier nicht mehr, so 
lange die Jacobi'sche Bedingung für die Kettenlinie 02 erfüllt 
ist. Der Fall, daas die Curve 8 mit einer zu 6^ normalen geraden 
Strecke beginnt, kann ebenso leicht wie oben bei der Aufgabe IX 
erledigt werden. 

§ 40. 

Die folgende Entwickelung gilt, gleichviel ob die Extre- 
malen des Feldes einen festen Punkt gemein haben, oder eine 
feste Curve 6o i" dem veränderlichen Punkte transversal 
schneiden. 

Bewegt man sich längs des Bogens S von dem auf ihm lie- 
genden Punkte aus, so möge die Grösse z/ zum ersten Male 
verschwinden in einem Punkte 1 und fiir ein solches Argument 
t ^ tj, dass an der Stelle ((,, ao, 6o) die Functionen |, tj, o re- 
gulär sind und die Grössen |(, tjt nicht beide verschwinden. Dann 
heisst der Punkt 1 im ersten der oben unterschiedenen Fälle 
zum Punkte conjugirt, im zweiten der extremale Brenn- 
punkt der Curve 6,, für die vorliegende Aufgabe, und man hat 
die charakteristische Eigenschaft 
(35) ^ (ti, «0, h) = 0. 

Die in § 36 an die Gleichungen (10), (11) geknüpfte Entwicke- 
lung giebt dann Anleitung, eine Curve Ol herzustellen, längs 
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deren die Weierstrass'eche Construction möglich ist, die 
Grösse S aber überall verschwindet, so dass sich die Gleichungen 

(36) ^1 = Joi, ^01 = fi^oi 

ergeben, und damit das Extremum aufhört Zu diesem Zwecke 
werde zunächst t als Function von a und h durch die Gleichung 

(37) ^ ((, a,b) = 
definirt; nehmen wir an, es sei 

A {h, «07 fto) ^ 0, 
so ergiebt sich mit Rücksicht auf die Gleichung (35) für ( ein 
Ausdruck 

t = ti-\-[a — a„,b — ba\. 
Wir setzen femer die Differentialgleichung 

oder 

(38) (Jti), — I.,),) da + (g,7j, — g,,?,) dh = 

an, und substituiren Tür t den erhaltenen Ausdruck; dann siod 
die Factoren von da und di Potenzreihen der Argumente a — a„, 
b — bo, welche für a^ a^, 6 ^ &„ nicht beide verschwinden, wenn 
wir die Voraussetzung einführen, dass die Determinanten zweiter 
Ordnung in der Matrix 

(39) ^' ^'' ^* 
Vt V" Vb 

für das Werthsystem ( ^ (, , a ^ a^, b = b^ nicht sämmtlich 
verschwinden. Hätten nämlicli jene beiden Factoren den Werth 
Null, so würde dasselbe für die dritte Determinante der Matrix 
folgen, da |j und tjt nicht beide verschwinden. Die Gleichung 
(38) ergiebt also, wenn a^ und b^ zusammengehörige Werthe sein 
sollen, eine Beziehung von einer der Formen 

b — bo = [a ~ a,]j, a — dj, =^ [^ — K]i- 
Gilt z. B. die erste Gleichung, und substituirt man die erhaltenen 
Werthe von b und t in die Gleichungen 

(40) a: = I ((, a, b), y = r, ((, ", h), 

so erscheinen x und y in der Form von Ausdrücken \a — a^\, 
und man hat für a -^ a^ Bpeciell 

x = Xi, x = yj. 
Die Gleichungen (40) stellen also eine den Punkt 1 enthaltende 
Curve 6 dar, welche in der Nähe dieses Punktes, abgesehen von 
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ihm selbst, regulär ist. Sollte der Punkt 1 ein Rückkehrpunkt 
sein, so hätte man für ihn die Gleichungen 

^tdt 4- i^da -j- ^iäb = 0, ijtdt -\- jj„rfa + nt-db = 0; 
da nun die Gleichung 

Adt + Jada + ^bdb = 
db 
da 
so würde folgen 

*-*^-' e (i, «, 6) "• 

Besteht also diese Gleichung für ( = f^, a ^ oo, b = b^ nicht, 
so hat die Curve @ im Punkte 1 keinen Rückkehrpunkt. 

Aus der Gleichung (38) folgt nun, da §[ und ^( nicht zu- 
gleich verschwinden, dass man setzen kann: 

^ ■' ij(d( 4" 'Ja'*'* + Jjfcdft = m'^tdt; 

die Curve @ wird also in jedem Punkte von der zu demselben 
Werthsystem («, b) gehörigen Extremale (40) berührt, und ist die 
Enveloppe einer gewissen einfach unendlichen Schar dieser Curven. 
Aus den Gleichungen (42) ergiebt sich auf Grund der Gleichung 
(37) und der betreffs des Systemea (39) eingeführten Voraussetzung 

a>tdt -\- Oada -\- e>,,db = mcatdi, 
oder, da offenbar 

at=G (I, yj, li, »)() 
gesetzt werden kann, 

totdt + <^ada -\- coidb ^ m(? (J, tj, ti, iji) dt. 

Wenn nun mdt positiv ist, so kann man hieraus wegen der 

Horaogeneität der Function G und der Gleichungen (42) schliessen 

a,dt -\- cjada -\~ ai,db 

= G (I, Ti, Itdt + |„do + IfcdJ, jj(d( + Tiada + Tj^db). 

Die Differentiale dt, da, db beziehen sich alle auf den Fortgang 
längs der Curve (5; bezeichnet man im Uebrigen die diesem 
Fortgang entsprechenden Increraente durch D, so kann man die 
letzte und die Gleichungen (42) schreiben 

Dw = m^tdt, By = m^tdt, Dca = G (|, »;, Bx, Dy). 
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Somit folgt, wenn das ungestrichene Integralzeichen K auf die 
Gurre @ bezogen wird und 3 ein Punkt derselben ist (Fig. 19), 

aus der Gleichung 

DXa, = — G {x, y, Dx, Dy) 

für mdt ^ das Resultat 

^ ' = D (£■„ 4- Äji) = 0, 

wobei das gestrichene K sich auf diejenige 
Extremale 03 bezieht, welche durch das 
zum Punkte 3 gehörige Werthsystem (a, b) 
definirt wird. Diese Extremalen liefern also 
für die Curve @ die Weierstraas'ache Construction , und die 
Grösse 

S (X, y, X', y", Dx, Dy) = S (x, y, ^„ Vi, -Da:, Dy) 
verschwindet dabei in ordentlicher Weise, wenn mdt positiv ist. 
Um hieraus die Gleichungen (36) erschliessen zu können, muss 
das Zeichen D den Fortgang auf der Curve ß in der Richtung 
zum Punkte 1 hin bedeuten. Diese Richtung kann mit der Rich- 
tung wachsender t auf der im Punkte 3 berührenden Extremale 
übereinstimmen oder nicht. Letzterer Fall wird dann immer 
eintreten, wenn die Curve S im Punkte 1 einen Riickkehrpunkt 
hat, von welchem beide Zweige der Curve in der Richtung der 
mit wachsendem t durchlaufenen Curve 6 ausgehen; haben die 
beiden Zweige die entgegengesetzte Richtung oder ist gar kein 
Rückkehrpunkt vorhanden, so stimmt in mindestens einer der 
beiden Hälften, in welche die Curve 6 in der Umgebung des 
Punktes 1 durch diesen zerlegt wird, die Richtung der Curve 6 
nach dem Punkte 1 hin üherein mit der Richtung wachsender 
Werthe von t auf der Extremalen 3 ; diese Hälfte werde durch 
(Si bezeichnet. Letztere Richtung wird durch das Werthepaar 

^' = l(, y' = -nt 

definirt; aut der Hälfte ®i unterscheiden sich also Dx von S( 
und Dy von r}t ^m einen positiven Factor, so dass mdt positiv 
ist, und demnach die bezeichnete Grösse 6' verschwindet. Ein solcher 
Bogen 6i ist also jedenfalls dann vorhanden, wenn die Gleichung 
(41) nicht gilt und damit ein Rückkehrpunkt ausgeschlossen ist. 
Es sei nun 3 irgend ein beliebig nahe bei 1 liegender Punkt 
des Bogens @i; dann bildet die oben constmirte Extremale 03 
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mit dem Bogen 3 1 der Carve @i einen zusammenhängenden 
Linienziig mit stetig veränderlicher Tangente, welcher beliebig 
wenig von dem der Curve 6 angehörigen Bogen Ol abweicht, 
und zwar so, dass in benachbarten Punkten beider Linienziige 
auch die Tangenten nur wenig verschieden sind. Dabei hat man 
die Gleichung 

d (Jos + J,,) = S (s:, y, a/, y\ Dx, Dy) = 0; 
denn die Ausdrücke für die partiellen Difi'erentialquotienten von 
(/o, und t?ai, welche oben abgeleitet sind, bleiben auch in derUm- 
gebung der Stelle ((„ a,, h^) gültig, weil die bezeichneten Inte- 
grale auch hier reguläre Functionen von (, a, b sind. Aus der 
erhaltenen und der für die Weierstrass'sche Construction 
charakterietiEchen Gleichung (43) folgt 

Der Bogen Ol der Gurve S liefert also nicht mehr ein Extre- 
mnm des Integrals J im Vergleich zu allen Curven, welche den- 
selben Werth des Integrals K ergeben ; vielmehr hört, wegen der 
angegebenen Eigenschaften des Lin jenzuges 031, schon das 
schwache Extremum im Punkte 1 au£ 

Beispiel. Aufgabe IX werde in folgender Weise specia- 
lisirt. Von einem gegebenen Punkte des einen Schenkels eines 
Winkels auf der convexen Seite nach dem anderen Schenkel 
eine Linie gegebener Länge zu ziehen, welche mit den Schenkeln 
eine grösstmögliche Fläche umschliesst. 

Der zweite Schenkel sei die Linie y r= 0; die extrem zu 
machende Fläche unterscheidet sich von dem Integral iyx'dt 
nur um die constante Dreiecksfläche, welche das vom gegebenen 
Punkte auf den zweiten Schenkel gefällte Loth von dem Winkel 
abschneidet. Die Extremalen, welche die Linie »/ = trans- 
versal schneiden, stehen auf ihr (§ 34) senkrecht und sind Kreise, 
können daher durch die Gleichungen 
(44) X ^ a -\" bcost, y ^= bsint 

dargestellt werden; fiir den Punkt ist immer ( =^ 0, so dass 

So3 = ta ((, a, b) = *(. 
Es ergiebt sich hieraus 



^ = 



- hsint bcost b 

1 

cos t sin t t 



^ b {sint — tcost); 
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der extremale Brennpunkt der Geraden y ^ auf jedem zu ihr 
orthogonalen Kreise ist also durch die kleinste Wurzel der 
Gleichung 

tgt = t 
definirt, welche durch (^ bezeichnet werde und annähernd den 
Werth 

hat, d. h. dem Winkel 257i« entspricht. Die Gleichung (38), 
welche den die Curve 6 definirenden Zusammenhang hefert, 
wird einfach 

idh -\- bcostjda ■= 0, db -\- costida = 0. 
Eine solche Beziehung zwischen a und b sondert aus der 
zweifach unendlichen Schar von Kreisen (44) eine einfach un- 
endliche von solchen aus, welche zwei feste Gerade berühren; 
ist « der concave Winkel derselben, so ist 

stn — =: — costi = cos ([, — 3l), — =z — h ^ 12^0. 

An dieser Schar kann das Aufhören des Extremums mit elemen- 
taren Mitteln zur Evidenz gebracht (Fig. 20) werden. Sind näm- 
Fig. 20. 



lieh 1, 3 zwei auf demselben Schenkel des Winkels « liegende 
Punkte und 3 dem Scheitel näher gelegen als 1, sind femer 
0,, die Schnittpunkte der durch 1, 3 gehenden Kreise der 
Schar mit der Halbirungslinie des Winkels a, und haben die 
Bögen IOq, 30 den Centriwinkel (, , so sind der Bogen 10^ und 
die zusammengesetzte Linie 130 von gleicher Länge; wenn von 
1 auf die Halbirungslinie des Winkels a das Loth 14 gefällt 
wird, so ist die horizontal schraffirte Figur 10(|41 und die ver- 
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tical schraSirte 13041 von gleicher Fläche, ao daas der Bogen 
10,, sicher kein Extremum der Fläche bei vorgeschriebener Bogen- 
länge liefert. Der Bogen (£i ist die gerade Strecke 1 3. 



§«• 

Der Punkt sei auf der Extremale € so gewählt, dass |t 
nicht verschwindet; dann kann die Differentialgleichung derExtre- 
malen in der Form 

geschrieben werden, und ergiebt für -^ einen in Bezug auf 
X, y, p regulären Ausdruck, wenn die Ungleichung 

(45) /pp + ^ffpp I" ^ 

besteht. Unter dieser Voraussetzung lehrt dann der allgemeine 

Satz des § 27, dass die Differentialgleichung ein Integral von 
der Form 

(46) j/ = (a;, o, 6, k) 

besitzt, welches für o = Oo> b ^^ bt, k ^ l^ auf die Curve 6 
führt, und in der Stelle {3:00, «oi *oi ^0) regulär ist, wenn durch 
x^g die Abscisse des Punktes bezeichnet wird. Nimmt man 
epeciell für a und b die Werthe von y und p für x ^= Xq^,, so ist 

^ (x, a, b, i.) '= a -\- h (x — «oo) + [x — «oola 
und für x = Xqo ist 

(47) *6 = 0, 'h. = 1- 

Wir suchen nun aus der durch die Gleichung (46) gegebenen 
dreifachen Mannigfaltigkeit von Extremalen eine zweifache aus- 
zusondern, welche eine vom Punkte ausgehende reguläre Curve 
60, deren Gleichung 

j,„ = y{x^) 
ist, transversal schneiden. Das geschieht, wenn die folgenden 
Gleichungen erfüllt sind : 

M= (xo, o, b, X) — y{Xo) = 0, 



(48) 



N = f-\-lg - p(f, + kg,) + a + ^?p) /(^)| = 0; 
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dabei sind in der zweiten Gleichung für y und p die Werthe ^ 
und 01 einzusetzen. Die linken Seiten dieser Gleichungen sind 
an der Stelle Xo =^ s^na, a ^ Oq, b ^ h^, ^ =^ i^o regulär; es ist 
leicht einzusehen, wann man aus ihnen zwei der Grössen «, a, b, X 
als Functionen der übrigen ausdrücken kann. Bildet man 
nämlich 

8 (M.m 1 *" - »■'W' *' 

8(».,i) |8J+*-ll? + *"-8?' ep-^' + e?" 

und beachtet, dass offenbar 

80 erhält man nach den Gleichungen (47) für x ^ x^o 

und dieser Ausdruck ist von Null verschieden an der Stelle 
(^■oa, oo, b^, Ao), wenn 

0x (xm «01 K Ao) — y'i^oo) ^ 0, 
d. h, wenn die Curven 6 und 6o einander nicht berühren. Als- 
dann ergehen die Gleichungen (48) für b — 6o und x^ — x^f, 
Auedrücke von der Form 

[a — Oo> ^~h],; 

setzt man ersteren in * für 6 — b^ ein, so erhält man einen 
Ausdruck 

(49) y = 9(^, c, X), 

der in der Stelle (x^oi «oi ^o) regulär ist und die zweifach un- 
endlich vielen, die Curve &q transversal schneidenden Extremalen 
definirt. Zieht sich die Curve 6^ in den Punkt zusammen, so 
ergieht sich dasselbe Kesultat, d. h. eine Gleichung der durch 
diesen gehenden Extremalen einfach, indem man die Gleichung 

(50) (ar„o, a, b, l) - y^o - 
nach b auflöst. 

In Jedem dieser Fälle ist zwischen a, b, l ein Zusammenhang 
durch eine Gleichung 

(51) ß (a, J, A) = 
stellt, für welche 
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(52) Si„ (oo, 6o, Ao) ^ 

und die linke Seite in der Umgebung der Stelle («o, ba, i-») re- 
gulär ist. Dabei erhält man offenbar 



"da ' 



Six- 



" dx " 



dh 



fp^ (a;, o, A) = *„ + Oj g^, qo^ (a;, o, i) = «Pj -f- 4-^ — , 

und analoge GleicKungen gelten fdr jede Grösse, welche zuerst 
als Function von a,b, X erscheint, und dann in eine solche von 
a und k allein übergeht. 
Setzt man z. B. 



© {x, a,b,X)=^g {X, O, «,) dx 



und geht diese Grösse bei der Annahme (51j in o (a;, a, X) über, 
so hat sie für die Extremalen (49), da £ ^ a: gesetzt werden 
kann, dieselbe Bedeutung wie früher die Grösse co (t, a, b), und 
man erhält für ^, indem man b durch X ersetzt, folgenden 
Ausdruck : 



8 (1, 11, o) 8 (», Ol) _ 




*' + *'eI 

* + ®> 8l 


8 (», o, l) - 1) (a, i) 




'^a, *6, <Pi 


= «;■ 




^'ih 


©. ©. 


©1 





Gelingt es zu beweisen, daes diese Determinante nicht identisch 
verschwindet, so ist gezeigt, daas die Extremalen x = ip (x, a, X) 
wenigstens in der Umgebung des Punktes ein Feld im Sinne 
des § 39 bilden. 

Um die zuletzt erhaltene Determinante zu untersucbeo, gehen 
wir davon aus, dass x^ als reguläre Function von a, b, X deünirt 
ist; man hat daher die Gleichung 



&c 






^ 8o I ^ J da 
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nebst ähnlicheii, in welchen a durch b oder X ersetzt ist Hier- 
aus folgt 

D = 



d (^ fl, 0) 

' 0(a, 6, A) 



^a, 



Six 



ao =M iCo ■ 

wobei die Grössen jl, B, C von a; unabhängig sind; denn die 
in den Ausdrücken @o, ®s, ®i vor dem Integralzeichen stehenden 
Glieder, welche von x abhängen, fallen weg, wenn man die erste 
Reihe der Determinante mit gp multiplicirt und von der letzten 
sabtrahirt. Wenn nun dieser Ausdruck D identisch verschwände, 
so könnten erstens zugleich die Determinanten zweiter Ordnung 
der Matrix 



(53) 



L+J- B+j-. C + J.. 



identisch verschwinden. Die Differentialquotienten derselben nach 
X sind die Determinanten der Matrix 



(* - Ti) *• (* 



da nun auf der Curve C 
Extremums die Grosse 



s Extremale im Problem des relativen 



nicht verschwindet , so würden auch d: 
Matrix 

II ßo ßj ili || 
1 *a ^b ^i \\ 

verschwinden, z. B. 

(54) «„*(, — ßft^o = 0, ßj*6 — 



Determinanten der 



Slb^i ■- 



Die erste dieser Gleichungen ist aber oH'enbar unmöglich, da für 
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(55) *= = 1, *j = 0, ß(, ^ 0; 

die zweite deshalb, weil "S* mit der erBten,>*i mit einer höheren 
Potenz von x — x^q beginnt; die Grösse <&i kann nicht identisch 
verschwinden, weil sonst der Ausdruck O von X unabhängig wäre, 
mithin auch der Gleichung 

^. 
■ dx 



fy 



'- =0 



geniigen würde, deren linke Seite ebenso wie JJ für die Curve 
6 von Null verschieden ist. 

Speciell folgt aus dieser Betrachtung, dass keine der Deter- 
minanten 

Ä„ ßi, 



(56) 



Sii. Ö6 



identisch verschwindet, da ihre Ableitungen die linken Seiten der 
Gleichungen (54) sind, multiplicirt mit der von Null verschiedenen 
Grösse Ü. Nach einem allgemeinen Satze der Determinanten- 
theorie sind aber in einer verschwindenden Detenninante die 
Adjunct«n zweier Parallelreihen proportional; wendet man diesen 
Satz auf die erste und dritte Zeile der Determinante i> an, so 
ergiebt sich, dass die letzten beiden Determinanten den linken 
Seiten der Gleichungen (54) proportional sind. Da nun weder 
eine dieser vier Grössen identisch verschwindet, noch die Grösse 
Ä , so ergiebt sich , dass die logarithmischen Ableitungen der 
Grössen (56) nach x gleich sind, die Grössen selbst also in 
der Beziehung 

ßa ßft 

A-\-\'R<i>^dx, 5+(ji*tda 

ßl ßb I 
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stehen, veno durch M eine von x unabhängige, endliche and 
von Null verechiedene Grösse bezeichnet wird. Hieraus folgt 
durch Differentiation mit Riickeicht auf den nicht verschwindenden 
Werth der Grösse K 

Setzen wir hier x = x„, so reducirt sich die linke Seite auf — Äj, 
die rechte auf Null, da die Relationen (55) gelten. Die Annahme, 
D verschwinde identisch, führt also stets auf einen Wider- 
spruch. 

Auf Grund der Beziehung zwischen D und ^ ist hiermit 
Folgendes bewiesen. Fügen wir zu den früheren Voraussetzungen 
betreffs der Extremale Q, die Ungleichung (45J hinzu, so kann 
der im Punkte beginnende Bogen stets mit einem Felde um- 
geben werden, dessen Extremalen entweder alle durch den 
Punkt gehen, oder eine gegebene, von der Curve 6 im Punkte 
transversal geschnittene, nicht berührte reguläre Curve 6,, trans- 
versal schneiden. Für einen hinreichend kleinen Extremalen- 
bogen ist also die Jacobi'sche Bedingung des Extremums 
erfüllt, gleichviel ob ein oder beide Endpunkte der gesuchten 
Curve festgehalten werden. 



§ 12. 

Ist der Punkt fest und wird die Gleichung ß := dem- 
gemäss durch die specielle Relation (50) ersetzt, so hat man 
ß„ = Oo (xa. a, b, A), 
£lt = Oft («B, a, b, i.), Sil = 0i («0, a, b, l) 
und erhält daher 

d {0(x,a,b,l), ^{x^,a,b,l), J(/[a;,O('a;,a,6,A),0,(a^a,6,A)]da:} 
^ = ^ ^ ö (a, b, k) 

Da nun dieser Ausdruck den ^erth 

^*5(37o, a, J, *) 
hat, ao verschwindet die Grösse 



^{X^,X): 



^^1«=.,.....=. 
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wenn die Punkte und Qr, y) conjugirt sind. Damit ist das 
von Mayer aufgestellte Kennzeichen der conjugirten Punkte 
abgeleitet. Die analoge Formel von Weierstrass erhält man 
unter der Annahme, dass die Extremalen in der Form 
(57) a: = X (<, a, i, i), 9 = F (1, o, b, J) 

dargestellt sind; dann hat man die Identität 
r = * (X, o, b, J) . 
und die aus ihr folgenden Relationen 

r, = «. (X, a, b, j)X,, r.^o.x. + «„ r, = «,Xs + o,, 

R = *.x, 4-0,1 

x,0, = X, r. - X. r, = 6, (0, 

z,a>. = x,r, — x.r, = 9,(1), x,ii>i = x,ri— XiF, = 9,((). 

Gehört daher der Punkt zum Argument ( = fo, so ergiebt sieh 
fl, (<) ä, (I) 9, (() 



B X, ((, o, 6, i) X, ((„ a, 6, J) = 
wobei gesetzt ist 



ö^to) 0,((o) Ö,((o) 
8Ä" gZ g^ 

da db dl 



K = jgdx=JG{X, r, X(, Yt)dt. 
Nun bat man, da x^ von a, b, A nicht abhäDgl;, die Gleichung 

ii=*-"i:+h('--^)''' 

nebst ähnlichen Formeln, in welchen a durch 6 und 1 ersetzt ist; 
addirt man also in der Determinante D die ersten Reihen mit 
passenden Factoren multiplicirt zur letzten, so wird diese: 

[-■ ('. - ^) '" h (^. - fe) ^- h (^. - 1) '- 

Weiter hat man nach § 5, wenn 
eingeführt wird, 
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bieraus folgt 

= [X„ (G» - G-^) + r„ (G„ — G-,)] dt. 
Setzt man daher 

Öl {*o, <) — I di [X,{G^ - G^O + Z. (G„ — G;^)] 

uDd lässt hieraus 3^ und &^ entstehen, indem man a durch 
b und X ersetzt, so erhält man die Weierstrass'sche Deter- 
minante 

I öi(*) fl,(0 ö,(i) 

I>X,{t,a,b,l) Xt(to,a,b,X) = \ Öi (M 0s(*o) ÖsCM =D(h,t). 

Dabei ist zu beachten, dass D nur definirt ist unter der Voraus- 
setzung, dass in dem Intervall t„...t überall y als reguläre 
Function von x durch die Curve 6 definirt sei. Die rechte Seite 
dagegen hat für jeden Bogen 6 Sinn, längs dessen x und y 
reguläre Functionen von ( sind und die Grösse fl, (x, y, a^, j/') 
nicht verschwindet; denn ein solcher kann nach § 27 stets in 
eine Curvenachar, wie sie durch die Gleichungen (57) dargestellt 
wird, eingebettet werden. 

Wenn D(^q, t) nicht identisch verchwindet, so ist mindestens 
eine der Grössen öi (io), ö^ ((«), öj (t^) von Null verschieden. Es 
sei dies z. B. die letzte; dann können t^ und X aus den 
Gleichungen 

a;« = X %, a, b, X), 3/0 = ^ Co. «> *, -t) 
als reguläre Functionen von a und b ausgerechnet werden; 
substituirt man dieselben, so erhält man 

Z = I (i, a, 6), Y—t} (i, a, b). 
Dann gelten folgende Gleichungen: 

^'i^+ ^'i^+ ^-1'= ^'ii+ ^'11+ ^•r=<'' 

^.11+ 2' '4+^. r= r.i^+ 3^'!^+ 5'.r=o. 



' 6i -^ ^' ! = ■" 86 
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I. = x„ „ = r„ X, 



Aus den ersten vier Gleichungen folgt leicht 

8, «.) + «. (<.) 1^ = «■ (I.) + «, (« i^ = 0, 
aus den letzten vier 

0. (') + «. «) II = {.1. - t.V. 6,(1) + ». (<) II = 1.1. - In.. 
und die Definition der Grössen ergiebt 

®i (t«, + 1^®. ((o.O = j-i*!«?.- ö^)l.+CGv- öi-)»).) =^, 

Addirt man daher in der Determinante D (((,, t) die dritte Ver- 
ticalreihe mit dXida und ci : 06 multiplicirt zur ersten und 
zweiten, so erhält man 

Da nun nach § 35 

a^ = &^.|, + G^.^„ + X, «6 = G^lt + G^^6 + B, 

so folgt endlich 

Unter der eingeführten Voraussetzung verschwinden also J und 
D(ta, t) nur gleichzeitig, und die Gleichung 

i>((,, () = 
ist, sobald ihre linke Seite nicht identisch verschwindet, eine 
hinreichende und notbwendige Bedingung dafür, dass zu den 
Argumenten d, und t conjugirte Punkte gehören. Ist daher 
die Grösse D{t,t,t), abgesehen vom Punkte selbst, auf einem 
Bogen 02 überall von Null verschieden, ao ergiebt sich einExtre- 



by Google 



170 Vierter Abiohnitt. . § 42. 

mum der gesuchten Art für jeden Bogen 12, dessen Anfangs- 
punkt von beliebig wenig verschieden ist. 

Hieraus folgt auf Grund der am Schluss des § 31 durch- 
geführten Betrachtung , dass für den Bogen 1 2 bei festen 
Endpunkten die Jacobi'sche Bedingung des Extremums im 
Allgemeinen auch folgendermaassen formuUrt werden kann: die 
Gleichung 

Z>((i, () = 
besitzt auf der Strecke 12 keine Wurzel ausser t ^r^ t-,; jene 
Betrachtung läast sich nämlich ohne jede Abänderung auf die 
jetzt durch jD(ioi bezeichnete Grösse anwenden, sobald die 
Ungleichung 

dt I *- 

l^steht Auch wenn die Grössen 

für 0= 1, 2, ...M identisch verschwinden, dn^i(ti) aber von 
Null verschieden ist, braucht die Argumentation des § 31 nur 
insofern modificirt zu werden, als die Grösse d„ + i{i|)) an Stelle 
von /i (t^) tritt. Nur wenn d„ + 1 (t^) nicht identisch verschwindet, 
dn + i{ti) aber den Werth Null hat, wird es zweifelhaft, ob die 
citirte Betrachtung anzuwenden ist 
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Discontinuirliche Lösungen. 



§43. 

Die Entwickelungen der vorbergehendeu Absclinitte geben 
nicht immer eine Lösung der ursprünglichen Extremumsaufgabe, 
zwiechen zwei gegebenen Punkten eine Curve zu ziehen, welche 
■ein absolutes oder relatives Extremum des Integrals J liefert. 
Es wurde nur gezeigt, dass die gesuchte Curve, wenn sie gewisse 
Stetigkeita eigens chaften haben soll, nichts anderes sein kann, als 
■ein reguläres Stück einer Extremale; sodann wurden Bedingungen 
des Extremums abgeleitet unter der Voraussetzung, dass die 
beiden gegebenen Endpunkte der gesuchten Curve schon durch 
■einen von Singularitäten freien Bogen einer Extremale verbunden 
seien. Ist diese Voraussetzung nicht erfüllt, was schon bei ein- 
fachen Aufgaben vorkommt, so kann das gesuchte Extremum 
■von einer Curve mit den vorausgesetzten Stetigkeitseigenschaften 
nicht geliefert werden, und so kommt man zu der Frage, ob 
nicht eine mit Singularitäten, z. B. Ecken behaftete Curve die 
vorgelegte Aufgabe lost. Gelingt es, diese Frage zu beantworten, 
indem man bestimmte Gattungen von Singularitäten zulasst, so 
hat man zwar auch noch keine unfehlbare Methode zur Bestim- 
mung des gesuchten Extremums, aber der Kreis der Fälle, in 
denen die Aufgabe gelöst werden kann, erweitert sich. 

Speciell fragen wir, wann das Integral 

zo einem absoluten Extremum gemacht wird durch eine Curve, 
welche aus einer endlichen Anzahl in Ecken zusammenstossender 
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Stücke besteht, deren jedeB die früher für die ganze Gurve ge- 
forderten Eigenschaften besitzt; d. h. längs jedes Stückes seien 
X und y stetige, mit stetigen ersten und zweiten Ableitungen 
versehene Functionen eines Parameters (. Für jedes einzelne 
dieser Stücke bleiben die Betrachtungen des zweiten Abschnitts 
gültig, da man die Ecken ungeändert lassen und die Variation 
auf das Innere der Stücke bescbränken kann; jedes von ihnen 
muss daher ein Bogen einer Eztremale sein. Auf den in der 
Pj 21 Ecke 1 zusammenstossenden Bögen seien 

die Punkte und 2 so nahe der Ecke an- 
genommen, dass die Bögen Ol und 12 kein 
Paar conjugirter Punkte enthalten (Fig. 21). 
Dann können die Punkte und 2 mit 
jedem von 1 hinreichend wenig entfernten 
" " Punkte 3 durch Extremalen 03 und 3 2 

verbunden werden, und diese können nach § 2 als Variation 
der Bögen 1 und 1 2 betrachtet werden. Die gebrochene 
Linie 012 als Theil der gesuchten Curve kann daher, indem 
die Variationsformeln des § 2 für jeden der Theile Ol und 02 
gültig bleiben, durch 032 ersetzt werden. Setzt man nun 

da;, = is — «i, öy, ~ t/3 — i/i 
and versieht das Symbol irgend einer Grösse mit dem Zeichen 
— t +1 je nachdem dieselbe für den Bogen 1 in der Richtung 
über 1 hinaus, oder für den Bogen 12 in der iUcbtuug nach 2 
hin gebildet werden soll, so hat man die Formeln 

z/j;, = -E'Sx + F~«i/ I' + \pxy, Äj/,],, 
^J,, = - F^Sx - F^'"dj/ I' + [äx„ Sy,\, 
F- = F^{x,y,x-_, y-_), F^ = F,.{x,y,af^, y\), ..., 
also wenn man addirt, 
z/J„, = (F~ _ F^) Sx + {F~ - j;?) Sy [ + [Öx„ Sy,\. 
Diese Grösse muss ein constantes Vorzeichen haben, wenn 
die Curve, welcher der Linienzug 012 angehört, ein Extremom 
des Integrals J ergeben soll, Ist daher der Eckpunkt 3 in der 
Nähe der Lage 1 frei verfügbar, die Grössen Sx^, Syi also von 
einander unabhängig, so müssen (§ 7) die Coefficienten der 
linearen Glieder verschwinden, und man erhält den Satz von 
Erdmann 
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Wenn dagegen der Eckpunkt von vornherein an die Curve 

<2) H^,,yx) = o 

gebunden ist, so dass die Gleichung 

= 'hx{Xi, y,) Sxi -\- Äy(x„ y,) Sy^ -f- [Sa;,, Sy\\ 

besteht, so kann dJ^y^ nach § 7 nur dann ein unabänderliches 
Vorzeichen haben, wenn 

d. h. wenn hei einer unendlich kleinen Verschiebung des Punktes 
1 auf der Curve (2) die Gleichung 

(3) F'Sx, -\- F~8y, = F;^8x, + F^Sy, 
gilt. 

Bezeichnet man die Strecke 13 durch Ss, und nimmt an, 
dass t auf jeder der Estremalen Ol und 12 den Bogen bedeute, 
der immer in der Richtung von über 1 nach 2 hin wachse, so 
kann man drei Winkel ö, fl+, fl_ einführen, welche folgenden 
Gleichungen genügen 

Sxi = Sscosa, Sifi = $ssin0, 

X- = cos 6-, !/'- = sind-, x'+ := cosd+, y'+ = sin 6^. 
Man definire ferner die Grössen m, v durch die Gleichungen 

(4) öxi =x+ w -j- x'-v, Syj = y'+w + v'-^; 
dann ergiebt sich leicht 

_ Sssinja — fl- ) _ dssin(a — 6+) 

"~ SiM(Ö+ — Ö-)' *"" sJn(i9_ — e^.) 

und diese Grössen sind den Lothen proportional, welche vom 

Punkte 3 auf die Extremalen Ol und 12 gefallt werden können. 

Dabei ergeben die Gleichungen (4) 

{''^ - -f'J) «»1 + (r^" - F*) Sj, 

= »fi(i„ i(„ »1, jL, x\, y\) — V Si^u <Jt, *'+. !/'+. '-, V-). 
und dieser Ausdruck muss nach dem Obigen bei jeder erlaubten 
Verschiebung des Eckpunktes verschwinden. 
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Erstes Beispiel. Das Princip der kleinsten Action in der 
Euler-Jacobi'schen Form bei der Oentralbewegung eines 
ft-eien Punktes in der Ebene. Die Abstossung sei z. B. der Ent- 
fernung proportional; setzt man 

so ist das Potential er imd das bezeichnete Princip sagt aus, 
dass die Bahncurveo das Integral 



)Mcr -\-h Vdj^' + dy» 
zum Minimum macben, wobei h die Constante der lebendigen 
Kraft bedeutet. Nimmt man speciell % = an, so sind unter 
den hierdurch definirten Bahncurven die vom Kraftcentrum aus- 
gehenden Radien enthalten, längs deren der bewegte Punkt sich 
dem Centrum asymptotisch annähern kann, und man bat zu 



Die Gleichungen (1) ergeben, wenn r von Null verschieden ist, 

das Resultat 



d. h. die Richtungen -|-, — fallen zusammen. Eine Ecke kann 
also nur in) Kraftcentrum (r = 0) auftreten. Für irgend zwei 
von ihm ausgehende Radien sind die Gleichungen (1) erfüllt. 
Da nun die Radien die einzigen Bahncurven sind, welche bei 
der Voraussetzung A = durch das Kraftcentrum gehen, so 
kann eine gebrochene Linie nur dann ein Extremum liefern, 
wenn sie aus zwei im Gentrum zusammenstossenden geraden 
Stücken besteht. 

Aehnliche Betrachtungen kann man anstellen, wenn die 
Kraft einer beliebigen Potenz der Entfernung proportional ist; 
man hat dann das Integral 

J {x^ + yT Vrf^^~=M? 

zu einem Minimum zu machen. 

Zweites Beispiel. Aufgabe VII (§ 11). Die kürzeste 
Linie auf der Fläche, deren Bogenelement durch die Formel 
ds* = Edx^ -\- IFdxdy + Gdy^ 
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gegeben wird, kann nirgends eine frei verfügbare Ecke auf- 
weisen, so lange EG — F* von Null verschieden ist. Denn die 
Gleichungen (1) würden erfordern 

woraus bei der angegebenen Voraussetzung folgen würde 

Wohl aber kann eine Ecke auftreten, wenn verlangt wird, die 
Punkte und 2 durch die kürzeste Linie zu verbinden, welche 
mit einer gegebenen Curve einen nicht vorgeschriebenen Punkt 
1 gemein hat. Bezeichnet D den Zuwachs beim Fortgang längs 
dieser Curve, Ds das Bogenelement derselben, so muss die Grösse 

der Gleichung (3) zufolge ihren Werth behalten, wenn man das 

Suffix — durch + ersetzt. Sind ds^., ds- die Elemente der 
geodätischen Curven Ol, 12, so ist jene Grösse Dscos(Ds, ds-); 
man erhält somit als Bedingung des Extremums 

cos{Ds, ds^) = cos{Ds, ds+). 
Die durch die Vorzeichen -[-, — bezeichneten Richtungen der 
geodätischen Linien liegen also symmetrisch zur Richtung der 
gegebenen Curve, die beiden Bögen Ol, 12 also auf derselben 
Seite dieser Curve und bilden gleiche spitze Winkel mit ihr. 



In der Argumentation des § 8 ist es wesentlich, dass der 
Grösse t positive und negative Werthe beigelegt werden, die 
gesuchte Curve also mit variirten Curven verglichen wird, welche 
sowohl nach der einen wie nach der anderen Seite hin von ihr 
abweichen. Dies ist ausgeschlossen, wenn, wie wir jetzt an- 
nehmen wollen, die verglichenen Curven auf ein bestimmtes, 
durch Schranken umgrenztes Gebiet © beschränkt werden, und 
die untersuchte Curve theilweise mit einer Schranke zusammen- 
fällt; dann gilt die citirte Argumentation nicht mehr, und die 
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gesuchte Gurve braucht nicht überall der Differentialgleichung 
der Extremalen zu genügen. Es niuss daher besonders unter- 
sucht werden, wann eine Linie, die zum Theil aus Extremalen- 
bögen besteht, zum Tbeil mit Schranken zusammenfallt, das Inte- 
gral J zu einem Extremum machen kann. Dass die mit der 
Schranke nicht zusammenfallenden Theile Bögen von Extreraalen 
sein müssen, folgt o£Fenbar aus der Erwägung, welche in § 43 
zeigte, daSB die gesuchte Curve zwischen den Ecken aus Bögen 
Ton Extremalen besteht. 

Eine Extremale treffe (Fig. 22) die Schranke im Punkte 1; 
auf ersterer sei der Punkt so wenig von 1 entfernt, dass der 
Fig. 22. Bogen Ol mit einem Felde umgeben werden 

kann, dessen Extremalen durch den Punkt 

gehen. Diesem Felde gehören auch die 
in der Nachbarschaft des Punktes 1 lie- 
genden Theile der Schranke an, etwa bis 
zum Punkte 2 bin, und die gebrochene 
Linie 012 sei ein Theil der combinirten 
Curve, welche auf das Eintreten des Ex- 
tremums hin untersucht werden soll. Dann 
kann für den dem Felde angehörigen Bogen 
der Schranke alles benutzt werden, was in 
§ 20 für die Curve ß bewiesen wurde ; 
sind X und y längs der Schranke Functionen 9){t) im Sinne 
des § 17, wächst z in der Richtung 12, und passirt der Punkt 3 
längs der Schranke laufend die Lage 1, so hat man 

an (^ j. ^ ^^1 dtj\ 

wobei sich die Grössen af, i/ auf die in der Richtung von nach 
1 hin durchlaufene Extremale Ol bezieben. Wenn daher diese 
Grösse S Ton Null verschieden ist, kann die Summe Jag -(- J33 
bei beliebig kleiner Entfernung der Punkte 1 und 3 sowohl grösser 
wie kleiner werden, als J^j +''iai ""d letztere Grösse bildet 
sicher kein Extremum des Integrals J. Soll dieses durch den 
Linienzug 012 geliefert werden, so muss also die Gleichung 

bestehen, d. h, entweder müssen Extremale und Schranke sich 
berühren, und zwar so, dass die Fortgangsrichtung 012 im 
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Punkte 1 sich stetig ändert, oder die Grösse S muss in ausser- 
ordentlicher Weise verschwinden. 

Eine weitere nothwendige Bedingung des Extremoms erhält 
man, wenn man ein der gesuchten Curve angehöriges Stück 34 
der Schranke variirt, und zwar so, dass die Endpunkte fest- 
gehalten werden und die Variationen der Goordinaten dieselben 
Eigenschaften haben wie in § 2. Setzt man dann 

y' ^ 

80 ei^iebt sich 

ÖJ = j Miy'öx — a^Sy)dt, 
^J=SJ+j[dx.Sy,Saf,Sy']^dt. 

Dabei muss jeder Punkt (x -f- Sx, y -\- Sy) dem Gebiet ® an- 
gehören, an welches die gesuchte Curve gebunden ist Bezeichnet 
man durch n die nach dem Inneren von @ weisende Normale 
der Schranke, durch t eine positive Constante, so werden die 
ausgesprochenen Forderungen erfüllt durch die Annahme 
Sx = tcos{nx) {t — (j)' ^t^ — i)', 
Sy ^ scos(ny) (( — i,)» ((< — ()', 
und man erhält 

aj= 8J{y'cos(nx) — afcos{ny)]M(t — t3)''(ti — t)*dt, 
^J=SJ-\-[£l. 
Soll daher JJ ein festes Vorzeichen besitzen, so musa dasselbe 
von dem Integral SJ : t gelten, wenn es nicht verschwindet; da 
nun die Punkte 3 und 4 einander beliebig genähert werden 
können, so muss die Grösse 

[y'cos(nx) — x'eos(ny)] M, 
wenn sie nicht verschwindet, das von ^J verlangte Vorzeichen 
haben, d. h. im Falle des Maximums negativ, des Minimums 
positiv sein. Nun ist die Determinante 

I cos (na;) cos(ny) 1 

positiv oder negativ, je nachdem die Richtung n zu der des 
Elements (dx, dy), d. h, zur Integrationsrichtung ebenso oder 
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entgegengesetzt liegt wie die -|-j;-Axe znr -(-y-Axe oder, was 
dasselbe bedeutet, je nachdem das Gebiet @ im negativen oder 
positiven Sinne bei der Integration umlaufen wird. Im ersten 
Falle folgt also, wenn ein Maximum eintreten soll, 

wenn ein Minimum gesncht wird, 

M^ 0; 
im zweiten Falle vertauschen diese Ungleichungen ihre Bedeutung. 

Erstes Beispiel. Zwischen zwei Punkten der Ebene die 
kürzeste Linie zu ziehen, welche die Schranken eines gegebenen 
Gebietes @ nicht überschreitet. 

Die Aufgabe bietet nur dann Interesse, wenn die gerade 
Verbindung der beiden Punkte die Schranke schneidet, dann iet 
sie nicht mehr die gesuchte kürzeste Verbindung, und man muss 
Gombinationen ans geraden Strecken und Theilen der Schranke 
in Betracht ziehen. Da nun 

^ ^^ ' a.' dt VVar's + j,'»^' 

80 kann S nicht in ausserordentlicher Weise verschwinden, 
die geraden Strecken müssen also die Schranke berühren, wo 
sie mit ihr zuBammenstossen. Bezeichnet man femer durch äs 
ein Element der Schranke in der Richtung der Integration, so 
hat man 

„ 1(1 cos {d s, v) 

x' dt 

Ist daher x' >■ U, die Orientiruug der Coordinatenaxen wie ge- 
wölmlich, und tritt der erste der obigen Fälle ein, d. h. liegt 
das Gebiet ® zur Rechten einer in der Richtung ds fortschrei- 
tenden Person, so muBS cos{ds, y) zunehmen, damit ein Minimum 
möglich sei, d. h. der Winkel (ds, y) nimmt ab, ds dreht sich im 
positiven Sinne nach links hin, und nach derselben Seite hin 
liegt die concave Seite der Schranke; diese muss also nach dem 
Inneren des nmschränkten Gebietes hin convex sein , soweit 
sie einen Theil einer kürzesten Verbindung bildet. Dasselbe 
ergiebt sich bei den anderen möglichen Orientirungen der Figur. 
Ebenso findet man leicht für eine Fläche, deren Linien- 
element in isometriacheo Coordinaten dargestellt ist, mittelst des 
in g 3i benutzten Ausdrucks der geodätischen Krümmung, dass 
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eine Schranke, wo sie einer kürzesten Verbindung angehört, ihre 
geodätisch-coDvexe Seite dem Inneren des umschränkten Gebietes 
zuwenden muss, d. h. die Projection des KriimmungsradinB der 
Schranke auf die Tangentialebene der Fläche weist nach der 
Aussenseite des Gebietes, 



Zweites Beispiel. Bei der Aufgabe U (§ 9) ist es offenbar 
sachgemäsa, die verlangte Curve nur im Gebiete j/ S zn suchen, 
und die Rotationsaxe y =^ als Schranke anzusehen; letztere 
wird im Allgemeinen tod den Extremalen nicht geschnitten. Da 
man aber setzt 

so werden die Gleichungen der Extremalen 

durch die Annahme 

x' = 

erfüllt, so dass auch die Geraden x = eonst. als Extremalen an- 
zusehen sind. Auf der ^-Axe verschwindet die Grösse i^' bei 
beliebiger Richtung der sie bestimmenden Bogenelemente , also 
in ausserordentlicher Weise, da sie den Factor y hat; femer gilt 
für y ^ 0, «' > die Gleichung 



<iA}/x'^+y-; 



(5) 



Jf =- 



(F,-ir^) = - 



1. 



Integrirt man nun längs der a;-Äse in der Richtung wachsender 
X, so wird das Gebiet @ im positiven Sinne umkreist, und der 
zweite der unterschiedenen Fälle Fig. 23. 

tritt ein; die auf Jlf bezügliche Be- 
dingung des Minimums ist also er- 
füllt. Man kann daher als discon- 
tinuirliche Lösung der Aufgabe die 
gebrochene Linie betrachten, welche 
aus einem Stück der Rotationsaxe 
und zwei in seinen Endpunkten er- 
richteten positiven Ordinaten von 
beliebiger Länge besteht, d. h, für diesen Linienzug sind die 
betrachteten nothwendigen Bedingungen des Minimums erfüllt. 
Zwei Punkte der Halbebene i/ > können immer durch eine 
gebrochene Linie von der angegebenen Beschaffenheit verbunden 
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werden, keineswegs aber immer durch einen Bogen einer Extre- 
male; daraus ist ersichtlich, daas die Lösung der Extremutns- 
aufgabe durch die Einführung der gebrochenen Linie gefördert 
wird. 

Führt man als Schranke eine Gerade y ^ c^ ein (Fig. 23, 
S. 179), und ist y — c' für die gegebenen Punkte positiv, so 
gilt für die in der Richtung wachsender x durchlaufene Schranke 
die Gleichung (5), während die Grösse § nur in ordentlicher 
Weise verschwinden kann. Die gesuchte Linie muss sich also 
jetzt zusammensetzen aus Stücken der Geraden y = c* und 
sie berührenden Bögen von Kettenliuien , welche nicht in die 
Geraden x = cowsi. degenerirt sind. 



§ 45. 
Es sei, wie im vierten Abschnitt, das Integral 
J = J rd( 
hei vorgeschriebenem Werth des Integrals 

K=\adt 
zu einem Extremum zn machen. Längs einer durch den Puolit 
1 gehenden Extremale 6 sei in der Umgebung desselben y als 
reguläre Function von x darstellbar und die Grösse 

-'V w' ~r" ^ " »' k' ^^^ ■'' * -^ 
von Null verschieden; dann ist nach § 27 die Gesammtheit aller 
Extremalen in der Umgebung des Punktes 1 und der Curve 6 
in der Form 

j/ = (a:, a, 6, l) 

darstellbar und die Function * ist in der Umgebung des durch 

die Curve 6 definirten Werthsystemea (a^i, o*, 6*, X«) regulär. 

Speciell betrachten wir alle Extremalen, welche durch 1 und 

noch einen der Curve ß angehörigen Punkt gehen, so dass die 

Gleichungen 

(6) «/i = * (a;,, o, i, A), I/o = * (a;*, a, 6, X) 

die Grössen a und h als Functionen von k definiren, sobald die 

Determinante 

»■^i., i„ o , (. , i i - I ^^ (i„ o«, b; »•), 1t (I., a', i«, X') I 
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von Null verschieden ist. Da man nun offenbar setzen kann 
{x, a, 6, A) = y, + a + 6 (a; - x,) -\- [x - x,]^, 

so folgt 

<l>a (X, d, 6, i) = 1 + [a; — a:,],, 
0b {x, a,b,X)^=x — x^ -\-[x — x-i]^; 
jene Determinante erhält also die Form 

11 I 

und ist von Null verschieden, sobald die Grösae 1«, — x^\ hin- 
reichend klein ist. Alsdann geben die Gleichungen (6) 



(I =: 



da 



' di. 



iJf^ix^, a, 6, A) ^ + (P,(a;„ «, i, i) ^ + 0i{x,, a, &, i), 



ausserdem hat man offenbar K^i als eine Function von A anzu- 
sehen, für welche die Gleichung 

dgp, _ 8-goi da B^i db 8£o, 

dk ~ da dh~^ db dk "•" 9A 



besteht, wenn die partiellen Ableitungen in der Voraussetzung 
gebildet sind, dass Xq und a;„ nicht aber ^^ und y, festgehalten 
werden. Hieraus folgt 

0aixa,a,h,k), *fc(a^, a, 6, i), *i («o, a. 6. X) 

0a(a;„ a, &, A), 06(3^1, a, 6, A), *;i(a;„ a, Ä, A) 

8^0, 8g„ 8^0, dgpi 

6a db dk dk 



= 



oder 



^(a-fl, a;,) : 



_ (igo. 



^(a^o, iPi, o, A. A). 



Die linke Seite dieser Gleichung ist nach § 42 von Null 
verschieden, sobald der Abstand der Punkte und 1 hinreichecd 
klein geworden ist, und 

(7) a = ao, b = bo, k = X» 

gesetzt wird; dann ist die Grösse ^ endlich, und es folgt 

(8) „^?is;,i-=-. •=••■■='• 

Nun ist offenbar 



dX 
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TT = 3lJ «('•!'■?) ""^ = j i* (*■ 31 + *• r> + *') 

und ebenso 

da ferner für jede Extremale eine Gleichnng 

besteht, so ei^ebt sich 

und da wir i. als von Null verschieden voraussetzen, ist auch die 
linke Seite dieser Gleichung von Null verschieden bei der An- 
nahme (7). Dabei gelten oiFenbar die Entwickelungen 

7,.(l) = ?„(*•) + {i - »•) (^)^^^_+ [1 _ A.J„ 

Diese ganze Betrachtung werde für eine zweite Extremale &,, 
auf welcher die Punkte 2 und 3 liegen t wiederholt; den m 
dieser gehörigen Werth von X bezeichnen wir durch X+, setzen 
der Symmetrie halber in den bisherigen Formeln i_ für 1, und 
bezeichnen überhaupt durch die angehefteten Zeichen — , -\-, 
dass sich eine Grösse auf die Curve @ oder €i beziehen soll; 
man erhält dann die Gleichungen 
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Jetzt werde angenomineu, die Gurven @ und S, seien Theile 
eines irgendwie zusamtnengeBetzten LinienzugeB, welcher, ohne die 
StetigkeitseigenBchiiften der in § 2 betrachteten Gurre 39 zu 
haben, daB Integral J bei vorgeschriebenem Werth von K zum 
Extremum macht. Dann vanire mau so, dass man die Bögen 
2 3 und 1 der Gurven d, und 6 durch andere Extremalenbögen 
mit denselben Endpunkten ersetzt, Tva welche die bisherigen 
Bezeichnungen gelten mögen. Da das Integral E längs der 
varürten Linie denselben Werth haben soll, wie längs der ur- 
sprünglichen, 80 hat man 

jf„(0 + K„ß^} = K„ (i!.) + i„ (ll\ 
die Grössen ^_, X^ sind daher durch folgende Relation verbunden: 

Das Extremum erfordert, dass die Grösse 

ein festes Vorzeichen habe. Da dieselbe in der Form 

+ [K - «+. i- - 'll, 

dargestellt werden kann, so ergiebt der allgemeine Satz des 
§ 7, dass 

Mi i^l 

dl- ' dl+ I 
für k_ = A^, A ^ A^. Hieraus folgt nach den Relationen (8), 
(9) and den analogen auf die Curve 23 bezüglichen 
^ ^ d-gp, dÄ;^ I A- A+ I ^0 _ ^0 
dA_ rfA+ ] 1 1 I' ~ "*"' 
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Diese Gleichung drückt den eiafacbsten Fall des von Mayer 
aufgeBtelUen Gesetzes von der Erhaltung der iBoperimetrisehen 
Constante aus, welche nach dem erhaltenen Resultat für 6 und 6, 
denselben Werth hat. 

Beispiel. Zwischen den Punkten und 2 eine Linie ge- 
gebener Länge zu ziehen, welche durch den gegebenen Punkt 1 
geht und mit der geraden Strecke 2 eine grösstiuügliche Fläche 
umschliesst 

Hat die gesuchte Curva zwischen und 1, sowie zwischen 
1 und 2 keine Unstetigkeit, so müssen die Bögen Ol und 12 
Extremalen, also Kreise sein, auf Grund der Erwägungen, die in 
§ 43 das entsprechende Resultat ergaben. Nach dem erhaltenen 
Satz besteht die gesuchte Linie nothwendig aus zwei Kreisbögen 
Ol, 12 von gleichem Radius. Lässt mau diesen variiren, so sieht 
man leicht, dasa die Gesammtlänge der beiden Bogen innerhalb 
gewisser Grenzen jeden Werth annehmen kann. 



§ 46. 

Die Extremalen 6 und @i mögen jetzt den Funkt 1 gemein 
haben; die Punkte und 2 seien so nahe bei dem Punkte 1 
angenommen, dass die durch ersteren gehenden Extremfilen jeden 
Theil des Bogens Ol, die durch letzteren gehenden jeden Theil 
des Bogens 12 als Feld umgeben; das ist nach § 41 möglieb, 
wenn Hi längs der Bögen 1 und 1 2 nicht verschwindet 
(Fig. 21, S. 172). Stellt man die beiden Felder durch die 
Gleicbungssysteme 

a; = i_ (i_, a_, 6_), y = n~ (*-i «-■ M- 
ar ^ 1+ ((+, a+, fi^), y r= ij^. (f^, a+, Ä+) 

dar, so kann jeder von 1 hinreichend wenig verschiedene Punkt 
3 mit and 2 durch Extremalen der Felder verbunden werden. 
Sieht man den Punkt 3 als in der Nähe der Lage 1 veränder- 
lich an, so erhält man (g 35) 

^ = "- I'' 1^ = [«•«'.- B-^)+,,.(a,-o;n_di- 
(10) "" ' '"- i 



+ (l.G, + ,.e,.L 
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nebst einer analogen Formel, in welcher a durch b ersetzt ist; 
wenn daher dem Uebergang vom Punkte 1 zu 3 und vom Bogen 
Ol zu 03 die Incremente &t-, Sa-, Sb- entsprechen, so ist 

Zo. - K,i = JE^, = G-Öx + G-Sf, I' 
+ A.Sa^ + B_ff6_ + [St^ ao„, db-\, 
wobei gesetzt ist 

(11) Sx = (|„«o + itdb-\- |i«i)_, 8y = (j?„da+ »?6Öfc + ^,Ötp 

A_ = j\|„(G. - G^) + r]^(_Gy - G'y.}]_dt^ 

und B- aus A- entsteht, indem man a durch b ersetzt. Analog 
ergiebt sich 

^ffi, =r — G^,Sx — G^Sj/j' 

~|- A+Sa+ + B+Öt+ + [öt+, «ö+, Sb+\, 

wobei die Grössen St^, Sa+, Sb+, A+, ... für die Extremale 1 2 die 
analoge Bedeutung haben wie ö(_, ... für Ol, so dass 

(12) Sx = (|„«a+ |ftöfi + |(Ä(J+, Sy = (i)„ä« + r}^Sb + »j,ö()+. 
Soll nun J bei gegebenem Werthe von E ein Extremum 

werden, so ist die aus den Extremalenbögen 3, 32 bestehende 
gebrochene Linie eine erlaubte Variation der gebrochenen Linie, 
012, sobald man die acht Grössen öx, Sy, 8a^, db+, St^ so be- 
stimmt, dass die Gleichung 

z/tfoi + ^K,i = 
besteht, oder 

0= (G~ — G^) Öx + (G- ^ Gp 6y\' 
^^^^ -]- A-6a- -\- B-Sb_ ^ ^ + da+^-_B^.«6+ 

+ {Sa+, Sb+, St+, Sa-, Sb-, Äi_],. 
Diese Gleichung in Verbindung mit den unter (11) und (12) an- 
geführten kann dazu dienen, fünf der acht Grössen S durch die 
drei übrigen auszudrücken. Nimmt man für letztere z, B. Sx, 
Sy, Ö0+, Bo ist die Determinante der in den Grössen Ä(_, So—, 
5fe_, St+, fiA+ linearen Glieder auf den rechten Seiten der be- 
zeichneten fünf Gleichungen 
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Addirt man in der ersten Detenüinante rechts die zweite und 
dritte Horizontalreihe, mit G~, und GZ multiplicirt, zur ersten, 
und bedenkt, dass die Ableitungen von | und ij sich wie in den 
Gleichungen (LI) auf den Punkt 1 beziehen, so zeigen die 
Gleichungen (10), dass die Determinante den Werth 

c ((_, a^ i_) 
hat, d. h. der auf das Feld des Bogens Ol bezüglichen Grosse 
J- gleich, also von Null verschieden ist. Da ferner auch der 
Bogen 12 mit einem Felde umgeben ist, für welches die Grösse 

((+, «+, b^) 
nicht verschwindet, so sind nacli § 3S die Grössen 

U(t, a)J+' ld{t,l>)U 
nicht beide gleich Null ; entweder also ist auch der zweite Factor 
auf der rechten Seite der Gleichung (14) von Null verschieden, 
oder man erreicht dies, indem man a^. und b+ vertauscht. Man 
kann also stets fünf der Grössen S durch die drei übrigen, unter 
welchen dz und Sy vorkommen, als Potenzreihen dieser drei 
Argumente ausdrücken. 

Ersetzt man nun in den Ausdrücken A, B das Functions- 
zeichen G durch F, so erbalte man ?t, SB; die Gleichung der 
Extremale n liefert dann 

i-A. + Sl_ = LB_ + S_ = J+^t + 9"t 
* ' =i+B+ + J)t=0, 

und Dach dem vorigen Paragraphen hat man für 6 und €i 

.1+ = *- = <• 
Dem in derGleichung (13) entwickelten Ausdruck ^£'01 -\-JKit 
analog erhält man ferner 
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^J,, + JJ,, = [F- - FJ;) 8x + (F; - F^^)8y |' 
+ 9(_«a_ + «^«i_ -j- 1(1+30+ + »+Ä6+ + [aa+, Ä6+. 0^+],; 
multiplicirt man daher die Gleichung (J3) mit A uod addirt sie 
zu <ter letzten, so ergiebt sich, Aa. H= F -\- kG, nach (15) 

^ J„, + ^Ji3 = (£fj — H-^) Sx + (i/- — fl+) dy I' 
+ \äa+, Äi+, Äij.|j. 
Diese Grösse mues, wenn das verlangte Extremum vorliegt, bei 
den Bedingungen (11), (12), (13) ein festes Vorzeichen haben; 
da hier nur die Grössen Sx, Sy in den linearen Gliedern vor- 
kommen, ergiebt sich nach § 7 für den Punkt I 
(16) {H- - H^) Sx + {!£;.- E^) Sy = 0. 

Je nachdem also der Punkt 1 frei beweglich oder an die Curve 

h {x, y) = 
gebunden ist, erhält man die Relationen 

H- — H-^.=H- — H^. = 
oder 

I A. Ä^ ; — "■ 

Es gelten daher für einen Eckpunkt genau dieselben Beschrän- 
kungen wie nach § 43 im Falle des absoluten Extremums, wenn 
man F durch F -\- XG ersetzt. 

Beispiel. Aufgabe IX (§ 34). Man hat 
H = yx' -^ f. Va/s + y'ä, 

die Gleichung (16) ergiebt also 

Da nun A von Null verschieden ist, bo würde für eine frei ver- 
fügbare Ecke folgen 

D,„ii.db, Google 
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d. h. die Richtungen der Bxtremalen 1 und 1 2 würden im 
Punkte 1 übereiD stimmen, eine tJnstetigkäit also nicht eintreten^ 
Ist dagegen der Punkt 1 an eine Curve fi gebunden, deren 
Bogenelement Ds Bei, und bezeichnen wir im Punkte l durch 
— , -|- die Richtungen der Extremale Ol von nach 1 hin und 
der Extremale 12 von 1 nach 2 hin, so ergiebt die Gleichung (17) 

cos(I>s, — ) = c(»s(2>s, +). 
Die Bögen 1 und 1 2 liegen daher auf derselbed Seite der Curve 
R und bilden mit deren Tangente gleiche, nach verschiedenen 
Seiten geöffnete spitze Winkel, d. h. sie liegen wie der einfallende 
und reäectirte Lichtstrahl. 

Soll z. B. vom gegebenen Punkte 5 aus na^h einem nicht 
vorgeschriebenen Punkte 1 der Curve St und wieder zum Punkte 
5 zurück eine geschlossene Linie von gegebener Länge gezogen 
werden, die eine möglichst grosse Fläche umfasst, so muss sie 
aus zwei Kreisbögen von gleichem Radius bestehen, welche mit 
der Curve R im angegebenen Sinne gleiche Winkel bilden. 



§47. 
Es bleibt noch zu untersuchen, wann ein Linienzug 0123 
bei der Lösung des isoperimetrischen Problems auftreten kann, 
wenn die verglichenen Curven an ein von Schranken begrenztes 
Pj 24 Gebiet ® gebunden sind, und die 

Strecke 1 2 einer Schranke an- 
gehört, die Bögen Ol und 23 aber 
nicht, so dass letztere nach § 45 
Extremalen mit derselben isoperi- 
metrischen Constante sind. Dann 
seien (Fig. 24) die Punkte und 3 so 
nahe bei 1 und 2 angenommen, dass die Bögen Ol and 23 mit 
Feldern umgeben werden können, deren Extremalen durch und 
3 gehen. In der Nähe der Punkte 1 und 2 seien auf der 
Schranke die Punkte 4 und 5 gelegen; dann giebt es Extre- 
malen 04 und 53, welche den beiden Feldern angehören, und 
der Linienzug 0453 ist eine erlaubte Variation des Zuges 0123, 
wenn 

oder 

(18) K,^ — K^, = z/ffo, + ^Ä,8, 
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vohei sich die ungestncbenen Integrale stets auf die Schranke 
beziehen und die Zeichen /l den Zuwachs beim Uebergang von 
Ol und 23 zu 04 und 5 3 bedeuten. Um diese Forderung zu dis- 
cutiren, legen wir den Zeichen |, ij, i+, a^, 64.,^+, Ä(+ ... dieselbe 
Bedeutung für die Bögen Ol und 23 bei, die sie im vorigen 
Paragraphen für 1 und 1 2 hatten, so dass das Zeichen — dem 
ersten, das Zeichen -f- dem zweiten der bezeichneten Bögen zu- 
gehört; demgemäss sei 

8x- + [di_, Äa_, Ö6_], =x^ — 3;,, 

Äy_ + [«(_, Äo_ Ä6_J, = yi — y,, 

«a;+ + [6(4., ÄO+, öft+], = 3:5 - «», 

Ö1/+ 4- [d*+, Äa^., Äfe+]ä = ye — y„ 

und die Ausdrücke bx, Sy in Bezug auf St, Sa, Sb linear. 

Die rechte Seite der Gleichung (18) findet man dann aus den 

im § 46 für fg, aufgestellten Formeln; man hat nämlich 

+ A^Sa- + B-Sb- + [St^ Sa-, db-V, 

^iTj, =— a^Sx+ — G^,Sy+\ 

-|- A+Sa+ 4- B+8b+ + [St+, Sa+, «M»; 

und es bestehen zwischen den Grössen S jetzt die vier Relationen 

dx+ = (l.öi + I^Äfl + 1,3%. 

Ä9+ = (jj(Äi + r]aSa -\- 7}iSb)+, 



(20) 



vfobei entweder auf beiden Seiten das obere, oder auf beiden 
das untere der Zeichen 4: zu nehmen ist. Sieht man daher 
bier und in der Gleichung (18) die Grössen Äf_, da-, Sb-, 8b+, 
dt+ als bestimmt durch die übrigen Grössen S an, so haben die 
jene fünf Grössen enthaltenden Glieder in den angesetzten fünf 
Gleichungen genau dieselbe Determinante wie in den Gleichungen 
(11), (12), (13) des vorigen Paragraphen. Der dort gegebene 
Beweis dafür, dass diese Determinante oder die durch Ver- 
taoschung von a+ und b+ erhaltene von Null verschieden ist, 
bleibt gültig, wenn man den dort betrachteten Bogen 12 durch 
23 ersetzt. Die fünf Gleichungen (18), (20) können daher nach 
den Grössen ät+, da-, Äft^^ aufgelöst weriäen, sobald E^ — K^^ 
hinreichend klein ist. 
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Jetzt seien x uud y längs der Schranke in der Nähe der 
Punkte 1 und 2 reguläre Functionen der Parameter t_, t+. 
welche in der Richtung 1 2 wachsen und beim Uebergang zu i 
und 5 die Incremente Dz— and I}z+ erhalten mögen; dann ist 

*!'- = e:I'^'- + [*'-!.• 

und ähnliche Gleichungen bestehen im Punkte 2. Setzt man 
noch voraus, dass die Integranden F und G in der Umgebung 
jedes Elementes des Zuges 0123 regulär seien, so ist bei posi- 
tiven Werthen 7)t_ 

(21) ^,.= G(.,s,,i^,g-)|'B._ + [J).-]., 
bei negativen 

(22) K,. = G («, j,, 1^, ii) I' (- D,_) + [D,.],. 

Wenn nun auf der Schranke der Punkt 6 zwischen 1 und 2 und 
ausserhalb der Strecken 14, 25 beliebig fizirt wird, so bat man, 
je nachdem Dt- positiv oder negativ ist, die eine oder andere 
der Gleichungen 

^46 — ir,s = - Äi„ Ä,B - -£,« = K,,; 
in jedem Falle also nach (21), (22) 

Auf ähnliche Weise ergiebt sich 

setzt mau die Summe dieser Ausdrücke 
in die Gleichung (18), so folgt nach (19) 
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Die rechten Seiten der Gleichungen (19) gehen in ^t/oi "iid dJ^t 
über, wenn man Q durch F, Ä und B durch % und SS ersetzt; 
multiplicirt man daher die letzte Gleichung mit der zu beiden 
Curven Ol und 23 gehörigen Gonstante k, und berücksichtigt 
die Gleichungen (15), so ergiebt sich 

^/.. + .7..+.e(.,,,|f.i^)|-B._ 

Nun erhält das integral Joi»» ti^i ^ß'' betrachteten Variation 
den Zuwachs 

da ferner analog den Gleichungen (23), (24) gesetzt werden kann 

.... = - f(.„,^.£)f 

eo erhält man für jenen Zuwachs den Ausdruck 

^ dT+ ■ y dr+ ' \ ' *' drl' dt+J I ^ 
+ [Ä(+, do+, ÄJj., DrJ^, 
oder kurz 

^Joiis = .S-Ör._ — ^+Dr^_ + [ä(+, Ä0+, 9J+, DtJ^, 

wobei die Grosse ig" für das vom Punkte 1 ausgehende über ihn 
hinausführende Element der Extremale Ol und das den wach- 
senden Werthen Ton e_ entsprechende Element der Schranke 
und (§-*' im Punkte 2 für das nach 3 hinweisende Element der 
Eictremale und die Richtung wachsender t+ gebildet ist. 

Soll das verlangte Extremum vorliegen, so ranss ^J^ns ein 
festes Vorzeichen haben bei allen den Relationen (20), (25) unter- 
worfenen Grössen d, D. Unter diesen bleiben Dt+ und J)r_ frei 
verfügbar; der Satz des § 7 ergiebt also, dass der lineare Theü 
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von ^J„t3i, welcher keine der durch jene RelatioDen bestimmten 
Variationen enthält, bei beliebigen Werthen von Dz— und i)i+ 
verschwindet, d. h. 

^- = ^+ = 0. 

Ist daher ausserordentliches Verschwinden der Grösse S in den 
Punkten 1 und 2 ausgeschlossen, so muss in diesen die Schranke 
von den an sie stoasenden Extremalen berührt werden, so dass 
auch hier das für absolute Extrema bewiesene Resultat erhalten 
bleibt 

Beispiele. Aufgabe IX. Die Grösse S kann nach § 37 
nur in ordentlicher Weise verschwinden; soll daher z. B. inner- 
halb eines ebenen Polygons eine geschlossene Linie von gegebener 
Länge und grösstmöglich^m Inhalt gezogen werden, und hat eine 
Kreislinie von der vorgeschriebenen Länge innerhalb des Polygons 
nicht Platz, so kann die gesuchte Linie nur aus Theilen der 
Polygonseiten und diese berührenden Kreisbögen von gleichem 
Radius bestehen. 

Aufgabe X. Die Grösse S verschwindet, da sie sich in 
der Bezeichnung des § 3i von der bei der Aufgabe IX auftretenden 
nur um den Factor ^M unterscheidet, nur in ordentlicher Weise, 
so lange M von Null verschieden bleibt. Gilt dies fiir ein 
Gebiet, welches von regulären Curvenstücken begrenzt ist, und 
soll innerhalb desselben eine geschlossene Linie gegebenen In- 
haltes und kl einstmöglicher Länge gezogen werden, so kann die- 
selbe nur aus Theilen der umschränkenden Curvenstüoke und 
Bögen constanter geodätischer Krümmung bestehen, welch letztere 
alle dieselbe Grösse der geodätischen Krümmung aufweisen, und 
die Schranke, wo sie mit ihr zusammentreffen, berühren. Dieser 
Satz ist von Steiner aufgestellt worden. 
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Sechster Abschnitt. 

Das Extremum der Integrale, welche höhere 
Ableitungen der Unbekannten enthalten. 



Es sei S ein Stück einer ebenen Curve, längs dessen x und 
y als stetige Functionen eines Parameters t darstellbar, und ihre 
Ableitungen bis zur ti^" Ordnung einschliesslich ebenfalls stetige 
Functionen von ( sind. Die Function 

sei für jedes durch ein Element des Bogens S definirte Werth- 
system ihrer Argumente regulär, und von den Grössen x\ y' sei 
an jeder Stelle des Bogens mindestens eine von Null verschieden. 
Wir betrachten nur solche Integrale 
J = J Fdt, 
deren Werth durch die Curve SS allein bestimmt ist, nicht aber 
von der speciellen Natur des Zusammenhanges zwischen x, y 
und ( abhängt. Sind dann x und y längs des Bogens SB Func- 
tionen des Parameters B, welche dieselben Eigenschaften haben, 
wie die vorher eingeführten des Parameters t, und sind und 1 
irgend zwei Punkte des Bogens iB, so muss die Gleichung 



r..=|^(..^....«.< = |..(..g....g) 



de 



bestehen. Die Weiiihe der Variablen t und 6 werden durch die 
Funkte der Curve einander zugeordnet, so dass z. B. d als Func- 
tion von t angesehen werden kann; lässt man die obere Grenze 
des Integrals sich ändern , und differenzirt nach dem zu ihr 

Ebfli«T, VuiatJoiunchniiiig. ^a 



DijuiMb, Google 



194 Sechster AbBchnitt § 4& 

gehörigen Werthe von (, so ergiebt sich 

f(«,^,...!^«) = iF.(,,_,... Jj^, 

oder 

r^ { dx d"«\ ,, r / dx d''ii\ ,- 

Speciell kann an einer Stelle, für welche 3^ nicht verschwindet, 
6=:x gesetzt, d, h. y als Function von x betrachtet werden, deren 
Ableitungen bis zur n*™ Ordnung als ganze Functionen von x, sl 
... 3fi*>, y, y\ ... /"*, dividirt durch Potenzen von ic*, darstellbar, 
aleo stetige Functionen von x sind. Da nun 

dx d*x_ d^ . 

de ~ ' dö» ""■ '^ de" ^ ' 
so hat man der Gleichung (1) zufolge 

F(x, < ...„«) dt = F («, 1,1), ... 0, 9. g, ... g) dx 

oder in neuer Bezeichnung 

Fix, < ... y«, dl =/ (x, y, g, ... g) dx, J= \fdx. 

Eiae beliebige Darstellung des Bogens S von den angegebenen 
Eigenschaften sei durch die Gleichungen 
(2) x=<p{(i), y = tie) 

gegeben; dann erhält man eine andere Darstellung, wenn man 
ß =^ t -^ z setzt, und unter t eine beliebige Function von t ver- 
steht, welche in gewissen Gonstanten e homogen linear sei Es 
gelten dann offenbar die Gleichungen 

x = <pit^z), y=t(t + x), 
und die Taylor'schen Entwickejungen 

X = <Pit) + <p'it)z + ■■■, X- q>{t) = q>'{t)x + ■•■, 

y = ^{t) + t'(t)t + ■■■, y — iZ-CO = if'(Oi + ■■•; 
aus diesen folgt 



d(*' 

wobei die weggelassenen Glieder in Bezug auf i und die Ab- 
leitungen dieser Grösse von mindestens zweiter Dimension sind. 
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mithin such die Orössen £ in derselben Weise eathalten. An- 
dererseits ist offenbar 

^ = y»>(fl) = 9l'l(( + r), ^ = *W(fl) = *>■>(( + r); 

die Gleichung (1) ergiebt also 

r[.|p(l + r),9'(< + .),...](l + g) 



!'(?'(') + 



'?'C«) + W.,f'«) + ^^1^ + [.]., 



Ti^ + [•]■•■■•). 
oder, indem mau liuks nach Potenzen von r, rechts nach Po- 
tenzen der die Grössen g enthaltenden Theile der Argumente ent- 
wickelt, und durch das Suffix ip^ andeutet, dass 

X = ip(t), 3f = tp'(t), ... y = ii>((), i = «/-'(O, .-. 
zu setzen ist, 

- ^''•' +-f|V8i«;;„— dii"- + \W<),-, df 1 + w 
Behält man daher nur die Glieder hei, die in den Constanten £ 
linear sind, so ergiebt sich 

"^ df "I" -^-^^ d( — d( 
_ V i{^\ 'i'i^'p'm , (cF\ d^jr^-m 

oder, wenn man jetzt den Bogen 33 durch die mit den Gleichungen 
(2) gleichwerthigen 

X = q>it), J( = !/.(() 
darstellt, und durch Accente, wie immer, die Differentiation nach 
t bezeichnet, 

(^')' = SiS(»^')"' + 11^ &'')"'). 

oder endlich mit unbestimmtem Integralzeichen 

(3) ft=j*2iii(^')'"'+li;tf')-'i- 

13* 
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Die rechte Seite dieser Gleichimg transformiren wir mittelst 
der Identität 

f ««Wdi =: vhI»-» — t/ »(>'-« -|- «" «(->-» 

deren Kichtigkeit, venu u und v beliebige Functionen von t 
sind, offenbar wird) wenn mau beide Seiten nach t differenzirt. 

Setzt man speciell 

80 ergiebt sich 

1 S (^')'-"" = S (^')"-» - 1 S^ (^')"-» + - 



) a;'Td(. 



Dabei muss natürlich jede der neu auftretenden Ableitungen 
nacb t exiatirea und integrirbar sein; um dies zu bewirken, soweit 
es nöthig ist, führen wir die neue Annahme ein, dass die Ab- 
leitungen von X und y bie zur 2n*™ Ordnung einschliesslich end- 
lich und stetig seien. 

Alsdann kann man die erhaltene Formel für = 1, 2, ... n 
bilden; addirt man, so erscheint rechts die Grösse (ifv'p^ mit 
dem Factor 

_oF d_ dF . d^ dF _ 

setzt man daher allgemein 



(*) 



fio nimmt die Gleichung (3) folgende Form an: 

= J(Pa^ + «rt xdt 
(6) il 



f( 


-»"^ 


dF 
8i<» + o' 


Q. 


= ?'- 


-')-.^ 


F. 


= -P, ft 


= e,R 


= 


8i<->' ^" 


8F 
= 8P«' 


P. 


dF 


dP.t, 

' dt 


Q. 


dF 
-8j<m) 
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Alle auBSerhalb des Integralzeichens stehenden Glieder können 
nun in ein lineares Aggregat der Grössen z, t", ... rt"— ■> yer- 
wandelt werden, dessen Coefficienten von t unabhängig sind. Ea 
sei z. B. i:<^) die höcliste Ableitung von t, deren Factor nicht 
identisch verschwindet; dann hat das Aggregat die Form 

seine Ableitung nach t ist 

r = MtO*» + (M' + ITftCi -f ■--, 
und die weggelassenen Glieder enthalten nur Ableitungen von 
t, deren Ordnung kleiner als i: ist. Die Gleichung (5) ergiebt 
daher, differenzirt, 

Da nun die Grössen z, z", ... t*"' an irgend einer Stelle des 
Bogens S wilUcürliche Werthe erhalten können, so ist die letzte 
Gleichung nur dadurch möglich, dass der Coeföcient jeder in ihr 
vorkommenden Ableitung für sich verschwindet. SpecieU würde 
sich, da t'*+'> sicher nur in einem Ghede vorkommt, ei^eben 

M = 0, 
was der Voraussetzung widerspricht. Das Aggregat T muss also 
identisch verschwinden, d. h. man hat die Identitäten 

^■^ = 2 iP.i'^')'-" + «.(»'«)<—>). 

(6) Pas- + «ä,' = 0. 
Setzt man in ersterer x coBstant, so folgt 

(7) ^ = 2 [^•»'•' + «■!'"']: 

vergleicht man beiderseits die Factoren von r<"-'), so ergiebt sich 
für « > 1 die Identität 



Die Grössen Sx, iSy und ihre Ableitungen bis zur n"" Ord- 
nung einschliesslich seien stetige Functionen von t\ durchläuft 
der Pnnkt {x, y) den Bogen S, so beschreibt der Punkt {x-\-Sxy 
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y -\- ^y) einen Bogen iß". Den Zuwachs irgend einer GlrÖsse 
u beim Uebergang von S9 za S^i bezeichnen wir, wie im ersten 
Abschnitt, durch ^u; 8u sei der vereinfachte Ausdruck, in 
welchen ^u übergeht, wenn man die Gröasen 

Sx, (Sx)', ... (Sxy'K Sy, (Öy)', ... (Sy)M 
als klein ansieht und demgemäss alle Glieder, welche sie in 
mindestens zweiter DimeBsion enthalten, vernachlässigt. Dann 
ergeben sich ofTeubar die Formeln 

*.« = ^' »«='^. («=l.V..n) 

^F=z$F-\- [dar, Saf, ... Äy<")]j 
und als specielle Fälle der letzten Gleichung, wenn 2^ von Null 
verschieden ist, 

dy dSy dy dSx 

dx ~ dx dx dx ' 

„ d^y ^ * ^ d'y d&x 

dx^ ^ dx dx" dx ' ' 
ebenso ist unmittelbar ersichtlich 

JJ^i = ^^Fdt, ÖJ^j^j SFdt, 

(9) z/Joi =jSFdt^^dt [dx, Sx', ..., Äy<"i]j. 

Um das Integral dJ durch partielle Integration umzu- 
gestalten, ersetzen wir in der im vorigen Paragraphen durch- 
geführten Rechnung, welche von der Gleichung (3) zur Formel 
(5) führt, x't und y't durch Sx und dy; dann ergiebt sich 

(10) ÄJ,, = ^ (p„Äa;('.->l+g„Äy<«-")|^+j{Pda:+ Qdy)dt. 
Variirt man speciell nur ein Stück 23, und setzt 

Äy=^.? (*, — ()'" + ' (( — (,)'- + ', 
ausserhalb desselben aber 
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da: = Äy = 0, 
indem man durcli a, TjConstante bezeichnet, so sind $x, Sy längs 
des ganzen Bogens S mit ihren 2n ersten Ableitungen stetige 
Functionen von t, nnd verschwinden die Variationen der Grössen 

(11) a^o,^:'«, ... V"~"' yo..vV--yo*''~", a:„...a:i("-'), y„... l/i <"-»>. 
Die Formel (9) ergiebt daher 

^t/oi = £jP((s — ()'" + ' (( — fi)'""^' ^^ 

Diese Grösse wird im Allgemeinen für beliebig kleine Werthe 
e, rj sowohl positiv wie negativ; soll daher die Curve 58 unter 
allen und 1 verbindenden Curven mit denselben Stetigkeits- 
eigenscbaften und denselben Werthen der Grössen (11) ein Extre- 
mum des Integrals J liefern, so müssen die Factoren von c und ij 
in dem Ausdruck -^Joi verschwinden. Hieraus folgen durch die 
in § 8 gemachten Schlüsse die Gleichungen 

P = 0, ^ = 0, 
welche wegen der Identität (6) wesentlich gleichbedeutend sind. 
Cine diesen beiden Gleichungen genügende Curve heisse eine 
Extremale. Sind speciell die Grössen x'a, x'i von Null ver- 
schieden, so dass in der Nähe der Endpunkte x ^ t gesetzt 
wei-den kann, eo ist ein Extremum bei voi^eschriebenen Werthen 
von 

^' ='' dx' dx"-> I 
nur dann vorbanden, wenn die Gleichung 

dy dx dy' "*" äx^ dy" 
besteht; die linke Seite derselben werde durch Q{J) bezeichnet. 
Soll das Integral J zu einem Extremum gemacht werden, 
indem die Grössen (11) nicht gegeben, sondern nur einer An- 
zahl von Kelationen 

(12) gi\x^, x\, ... !/o<"~'\ «n •■- yi'"~"l = 
unterworfen sind, deren "linke Seiten iiir die betrachteten Werth- 
systeme ihrer Argumente regulär sind, so muss zunächst die 
gesuchte Curve S9 eine Extremale sein, da man sie, ohne die 
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BedingQngBgleichungen zu verletzen, so variiraa kann, dass die 
Grössen (11) ihre Wertlie behalten. Sodann varüren wir den 
Bogen 39 längs eines Stückes 2 und eines in dieses nicht über- 
greifenden Stückes 31, und setzen auf ersterem für Öx eine 
ganze rationale Function von t, für welche 

Ik] =«^«'"'' -Jirl =<>' (e = 0,l,...2« ) 
für dy nehmen wir eine ganze Function, welche den durch Ver- 
tauschung von X und y aus den hingeschriebenen entstehenden 
Gleichungen genügt, und treffen analoge Bestimmungen für das 
Stück 31. Setzen wir dann für den Bogen 23 

Sx = Sy = 0, 
so haben Sx, Sy längs des ganzen Bogens Ol dieselhen Stetig- 
keitseigenschaften wie X und y und sind iu den Grössen 

Sxo, ... Sy^c-», Sxi, ... «Vi'"-" 
linear. Üie Formeln (9), (10) ergeben daher mit Kücksicht auf 
die Gleichungen der Extremale 

Soll diese Grösse hei allen den Bedingungen (12) genügenden 
Variationssystemen Sx^, ... öyii"-') ein festes Vorzeichen be- 
wahren, so muss nach § 7 die Gleichung 

bestehen, sobald man die linearen Gleichungen 

ansetzt. Damit hat man eine Regel zur Ableitung nothwendiger 
Bedingungen des durch die Relationen (12) cbarakterisirten Es- 
tremums. 

Die ganze Entwickelung der letzten beiden Paragraphen 
lässt sich auf den Fall übertragen, dass die Function F noch 
weitere Unbekannte z, w, ... und deren erste n Ableitungen ent- 
hält; in den allgemeinen Formeln hat man nur Glieder hinzu- 
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zufiigeii, welche aus einem den BucIiBtaben y enthaltetiden her- 
vorgehen, indem man diesen durch 2, w, ... ersetzt 

§ 50. 

Aus der Form der Ausdrücke F und Q ist ersichtlich, dass 
die Gleichungen 

P= Q = 
(a -|- b) mal integrirt werden können, wenn die Grössen x, x', 
. .. x^'-*', y, y', ... y(*-'> in der Function F nicht vorkommen; 
fehlen z. B. a; -und y, so hat man den letzten Relationen (4) 
zufolge die Integrale 

(13) P, = const, Qi = eonst. 

Setzt man speciell 

(U) x=t, Fdt =f[x,y,y', ...y^''y]dx, 

und kommt x in dem Ausdruck / nicht explicite vor, so hat man 
zunächst das erste der Integrale (13). Die Gleichung (7) des 
§ 48 geht aber bei der Annahme (14), da 

dx" ~d^~ ■■■ — "' 

in die specielle Form 

Über; dabei ist 

O - -^-± 8/ _*_ _8/_ _ . 

das bezeichnete Integral kann daher geschrieben werden 

(16) /- -^ Q.yl« = const. 

und findet sich in dieser Form schon bei Euler. 

Beispiel. Die Lage eines Systems auf einander wirkender 
Massen sei durch einen Parameter y bestimmt, x sei die Zeit, 
Y eine Function von x und — Tdy die von gegebenen äusseren 
Kräften bei einer Verschiebung des Systems geleistete Arbeit. 
Dann hat das verallgemeinerte Hamilton'sche Princip nach 
Helmholtz folgende Form 
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SJiH-\- Yy)dx = 0; 
dabei ist H, das kinetische Potential, eine gegebene Function voti 
y und den Ableitungen dieser Grosse nach der Zeit, und ent- 
halte x nicht explicite. Im gevöhnlichen Falle der älteren Dyna- 
mik ist H die Differenz der potentiellen und kinetischen Energie 
des Systems. Siebt man x und j/ als Functionen eines Para- 
meters t an, so bat man 

(B -\- Yy) dx ^ Fdt, F = (H -^ Yy) af, 

Nach den allgemeinen Gleichungen (1), (7) ist femer 

und die weggelassenen Glieder enthalten nur die zweite und 
höhere Ableitungen von x als Factor; setzt man daher 

(17) x = t, x' = l, a^' — !£"' — ■■■ = 0, 
so folgt 

(18) P, = H-\-Yy-'^ e.?*'"' 
und für die Extremalen erhält man 

* dy dx dx dx 

Letztere Gleichung kann nach (16), (18) geschrieben werden 

"") ^Ä + c (^-2 «•'<") = ''• 

dabei ist der Annahme (17) gemäss für a > 

dx' "aa?*' 

Die Gleichung (19) zeigt, dass man die Grösse 

als Energie des Systems anzusehen hat; denn man hat für jedes 
Zeitelement 

de = - Ydy, 
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d. h. d@ ist der von aussen her geleisteten Arbeit gleich. Das 
Energieprincip ergiebt sich also als Folge des Hamilton'schen 
Princips. Sind äussere Kräfte nicht vorhanden, so folgt 

g =: const.; 
das Energieprincip erscheint dann als specieller Fall der Euler'- 
schen Integralgleichung (15). 

Nach der am Ende des § 49 gegebenen Regel kann diese 
Eutwickelung sofort auf den Fall übertragen werden, dasa das 
Massensystem von mehreren Parametern y, s, ... abhängt; kommen 
auch von ihnen im kinetischen Potential keine höheren als die 
n*™ Ableitungen nach der Zeit vor, so erhält man für die Energie 
den Ausdruck 





8 = 3-2(9.»' 


wobei 





und analoge Grössen für die übrigen Parameter einzuführen sind. 

Aufgabe XII. Eine Curve Ol zu finden, die mit ihrer 
Evolute und ihren in den Punkten und 1 gezogenen Normalen 
einen möglichst kleinen Raum einschhesst. 

Ist r der Krümmungsradius, ds das Bogenelement, so ist 
die deönirte Fläche die Summe aller unendlich schmalen Drei- 
ecke vom Inhalt \rds. Da nun 

80 handelt es sich darum, das Integral 

J x'y" — af'y' 
zum Extremum zu machen. Der Integrand ist von x und y frei, 
es bestehen daher die Integralgleichungen (13) oder 

P, =a, Q,= b. 
Die Identität (7) oder 

F=P,a^ -\- Q^y- -I- P^af + Q^y" 
giebt femer, da 
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8£ _ y' (a/» + y'^Y ^ _ »Z - -^(o^' + y'^y 

daa Resultat 

F=a3f + by'—¥, 2F = ax' -\- by'. 
Setzt man a; =^ f, y* = p, so kann man für diese Gleichung 
schreiben 

2(, + rt. = (» + ».)g. "«'j^^.^». 

und hieraus folgt 

, , (a -\- bp) pdp 

Aus dx und dy kann leicht eine rational integrirbare lineare 
Verbindung mit constanten GoefBcienten gebildet werden; da 
nämlich, wenn oi, ß, y Constante sind, die Identität 

besteht, so ist der Ausdruck 

n ^i j j \ ab -\- (b^ — a») p — abp' , 
2(bdx - ady) = -^- (1 4, pap ^P' 

der in den vorigen übergeht, wenn 

gesetzt wird, rational integrirbar, und man erhält 

Nun stellen die Gleichungen 

ya^ -j- b^ ^ =: bx — ay, fa' -|- Ä^ 1; = aa; -|- fiy 
eine Transformation rechtwinkeliger Coordinaten. dar, so dass 

da:* + dy» = d|» + dijä; 
die obige Gleichung kann daher geschrieben werden 

woraus durch Integration folgt 
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Hieraus ergiebt Bich nach § 12, dass die gesuchten Gurren, d. b. 
■die Extremalen, Cykloiden sind. Wenn in den Endpunkten die 
Tangenten nicht vorgeBchriehen sind, so muss bei den erlaubten 
Variationen der Ausdruck 

P,äx + Q,Sy + P.Öx' + $,Äy|^ 

Terschwinden ; sind nun die Punkte und 1 gegeben, also 

dx^ = 8y^ = 8xi = Sifi = 0, 
so muss die Gleichung 

P,Ä:^+ Q,dy'\'-=0 

bei behebigen Variationen Öaf,Öy' besteben, da über diese frei 
verfügt werden kann. Somit folgt 

afy"—af'y' I ' x'y" — x"y' i 

die Punkte und 1 müssen daher Kückkehrp unkte der Cy- 
kloide sein. 

§ 51. 

Betrachten wir y als Function von x und setzen demgemasB 
X = t, so genügen die Extremalen der Gleichung 

(20) W) = |-^| + - + (-l)-;^^=0. 

-welche für n ^ eine endliche Gleichung, im Allgemeinen aber 
eine Differentialgleichung 2*1*" Ordnung darstellt. Die Grösse 
y(*") kommt offenbar nur im letzten Gliede vor, und zwar mit 
dem Factor 

die Ordnung der Differentialgleichung erniedrigt sich also dann 
und nur dann, wenn die Function/ von ^"> in linearer Weise 
abhängt, so dass man setzen kann 

/[x, j*, y, ...y(-i]=fif [x,y, .../"-«] +i/("'Ä [x, 1/, ...i/("-»]. 
In diesem Falle ist das Integral J nach E u 1 e r durch ein anderes 
zu ersetzen, dessen Integrand von y'"> frei ist; setzt man näm- 
lich die Gleichung 
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(21) J/di = O [I, j,, . . . y—u] + J fi [», y,... j'— ») dx 
an, oder was dasselbe bedeutet, 

gdx + Ady-" ^ Ildx 
,|8e,8G,,8G„, , dO „ „1, 

+ 1-8F + -8F!' +^' +■■■+ eF^' 1 
+ 8!/;:^ ''»'"""• 

SO braucht man nur, was mittelst einer Quadratur möglich ist, 
G als Function der anahbängigen Argumente x,y, ... y<"~" so 
zu bestimmen, dass 

-^ = h[x,,J....yl-"l 
und ausserdem 

fl = j [«, y, ... „<■-..]-__ 2 8^ 9"*" 

ZU setzen; dann besteht die Gleichung (21) und liefert die an- 
gegebene Transformation des Integrals </. Geht man zum be- 
stimmten Integral über, so ergiebt sich 

J.i = Glx, y, ... y"-'>] [ + |a"[*, », ... y—»] dx; 

bei vorgeschriebenen Werthen der Grössen y, y', ... i/<"~'' an den 
Stellen und 1 sind daher die Integrale 

gleichzeitig Extrema. 

Schreibt man femer die Gleichung (21) in der Form 

und betrachtet Q als ein durch die Gleichung (20) definirtes 
Operationszeichen, so ergiebt sich 

«(y)=e(^)+e(ff)- 

Der erste Summand auf der rechten Seite Terschwindet identisch; 
denn setzt man 

m—ÜL — iS^ I "'■y' g g ,/, + ,) 
dx ~ dx ''' -^ 8o<'> " 
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80 ist offenbar für b = 1, 2, ... « — 1 

d^ _ dG d_ dG_ 

e^i') ~ ej/c-» "•" dx 9y<" ' 
also 

d*> 80 _ ^ 8G #^-l ge 

da:" Öy*"* ~* da;'' öyC-D "i" 5F+> «yC» ' 

Setzt maD hier für b successlve die angegebenen Werthe und 

addirt die erhaltenen Gleichungen, indem man sie mit dem 

Factor (— 1)'' multiplicirt, zu den Identitäten 

e* ^ _d_ öG /_ n« _^ 1^ = (_ n» _^ ög 
gy ^ d« öj/ ' ' ■* da:" a((<"> ~ ' -^ da?* 8]/("-i) ' 

80 heben sich rechts alle Glieder paarweise weg, und man 

erhält das Resultat 

(22) C((ll)=«(^) = 0, «(/)=«(fl)- 

Der Ausdruck Q{f) enthält daher, da B von yC' frei ist, auch 
^aii-i) nicht, wenn in ihm ^*"> nicht vorkommt. Im Allgemeinen 
wird »/"3n-a) in dem Ausdruck Q{H) auftreten; ist es nicht 
der Fall, so kann die soeben für / durchgeführte Schlussreihe 
auf den Ausdruck H angewandt werden und man erhält 
\Hdx = G, [X, 3/, ... 9<— "] + \H, [a:, y, ... yi— «] dx, 
Q(f) =Q{ti)^ Q(Ii,). 
Die Grösse Q(/) enthält dann keine höhere als die (2» — 4)"* 
Ableitung von y; ist sie auch von dieser frei, so kann man das- 
selbe Verfahren fortsetzen. Die höchste in dem Ausdruck Q(J) 
vorkommende Ableitung von y ist daher stets von gerader Ord- 
nung, etwa y'-"*^; dann hat man 

™=> ''=B[x, y, ... y'-"] + 2 ä, [«, 9, - »<-"-'] 

(23) a 

+ ji7._._, [x,y, ...»<-)] dx, 

Q(/) = Q(U) = - = Q (H. ,), 

und die Ausdrücke G, H, Gi, i?,, ... G„_„_i, ^_„_i können 
mit Hülfe von n — t» Quadraturen hergestellt werden. 
In dem besonderen Falle m = hätte man 

e(/)=e(ff.-.) = ^j=^; 

wenn daher die Grosse Q(f) identisch verschwindet, so ist it.-i 
von y frei, und die Gleichung (23) ergiebt 
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J=Q[x, y, ... y(-''] + 2 <?, ix, y, ... yc— «] 

/ [«, y, ., . y<"'] ist daher der vollständige Düferentialquotient der 
rechten Seite oach x. Damit ist bewiesen, dass die Identität 
(26) Q(J) = 

die Integrabilitätsbedingung darstellt; wenn sie vorausgesetzt 
wird, ist die Function / unbeechränkt integrabel, und ihr Integral 
ist in der Gleichung (24) explicite dargestellt. Das Problem, 
das Integral J bei vorgeschriebenen Werthen der Grössen y, y*, 
... ytn-i) an den Endpunkten zu einem Extremum zu machen, 
verliert offenbar seinen Sinn, weil J durch diese Werthe schon 
bestimmt ist. 

Dass die Gleichung (25) auch eine nothwendige Bedingung 
der Integrabilität der Function / ist, lehren die Schlüsse, welche 
zu der Gleichung (22) führten. 

§ 52. 

Führt man als Parameter t die Bogenlänge ein, so gilt die 
Gleichung 

x'^ + y'» = 1. 
Differenzirt man dieselbe (m — l)mal nach (, eo ergiebt sich 

(26) x'ä("> +1^^''^ H = 

und die weggelassenen Glieder enthalten nur Ableitungen von 
niedrigerer als der m*^ Ordnung. Ist daher z. B. x' von Nall 
verschieden, so sind die Grössen j^\ x'", ... a;*"' durch die Grössen 
y')y"i-..y"' rational ausdrückbar, und das umgekehrte gilt, 
wenn y* nicht verschwindet. Man setze ferner 



>=J(«'!(" 



*"!'') "" = y, _|_ „■■ ■*' = ""19 



*■■ + !(■■ 

dann ist 

o' ^= a/y" — a/'y" 

die Krümmung der Curve positiv oder negativ genommen, je 
nachdem der Krümmungsradius zur Richtung wachsender t ebenso 
oder entgegengesetzt liegt, wie die -|-y-Axe zur -(- a:-Axe; w 
ist daher der Winkel, den die Richtung wachsender t beschreibt, 
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§ 62. Höhere Ableitungen im Integranden. 209 

positiv oder negativ genommen, je nachdem diese Richtung im 
positiven oder negativen Sinne sich dreht, und man hat, wenn 
x'a = cosa, y'o = sina gesetzt wird, die Gleichungen 
x' = cos (ß> + «), y' = sin (a -\- a). 
Weiter ergiebt die Gleichung für to', wenn man differenzirt, 

(27) cj<"— >' = — j/'x«-" H- xfy^"* H , 

und die weggelassenen Glieder sind von derselben Beschaifenheit, 
wie in der Gleichung (26). Bestimmt man aas dieser and der 
Gleichung (27) die Grössen a^"", y«"', so ist die Determinante der 
Coefficienten -|- 1; durch die Grössen oj, m', ... ra«™— ') sind daher 
die Grössen af, 3f', ... 3;<">, y', y", ... j/('»> in eindeutiger Weise 
bestimmt. Haben die ersteren Grössen fiir zwei von demselben 
Punkte ausgehende B ogenelemente dieselben Werthe, so haben 
die Elemente eine Berührung n»"' oder eine Osculation (m — 1)'" 
Ordnung; man nennt daher die Grösse o*"!, d. b. den (a — 1)*™ 
DJfferentialquotienten der Krümmung nach der Bogenlänge, eine 
Osculationsinvariante a"'Ordnuiig. Dieselbe Eigenschaft, durch 
Uebereinstimmung die Berührung bis zu einer gewissen Ordnung 
zu garantiren, haben im speciellen Falle, daes x' längä eines 
Bogens nicht verschwindet, auch z. B. die Grössen 

dy d'^y 

dx'' dx^'' ' 
stimmen sie bis zur m*™ Ableitung überein, so hat man eine 
Osculation (m — 1)**' Ordnung. 

Die Gleichung (26) im Falle tn ^ 2» sei 

(28) sdxf»^'* + yy«"' H = 0; 

wir stellen sie mit den Gleichungen der Extremale 

P= Q = 
zusammen, welche in der Form 

geschrieben werden können, indem nur Glieder weggelassen 
werden, welche a^*"> und j'""' nicht enthalten. Denkt man sich 
letztere Grössen durch eine dieser Gleichungen und dieGleichung 
(28) bestimmt, so ist die Determinante der Coefficienten einer 
der Ausdrücke 

Kneier, VulMloutniibiituig. 14 
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d^F 



I aa^">ea*"' ga^">d^"> 






g^B)ga:t») e^«)8y<») 



Differenzirt man nun die Identität (8) (§ 48) nach a^"> und y<">, 
80 ergiebt sich 

B°f , g'J _ 

, __d^F , , d^F _ 

Es giebt daher, und zwar auch dann, wenn t nicht gerade die 
Bogenlänge ist, eine längs der Curve stets endliche Grösse Fi, 
für welche die Gleichungen 

bestehen; hat man speciell x = t,so ist einfach 

F, = "y . 

Mit diesen Werthen der zweiten Ableitungen von P werden die 
obigen beiden Determinanten 

- / (X'' + »'•) F„ + a/ K> + <•) j;, 
also wenn t die Bogenlänge bedeutet 

Da nun mindestens eine der Grössen x*, y* von Null verschieden 
ist, so gilt dasselbe von mindestens einer jener Determinanten, 
wenn die Voraussetzung eingeführt wird, dass F^ nicht ver- 
schwinde. Alsdann erhält man aus zweien der Gleichungen (28), 

(29) für 3;!*"', i/t*"> Ausdrücke, deren Zähler die Grössen 

(30) x,x;... a^s— ", y, y\... y<*— » 

enthalten, und regulär sind, wenn dies von F fiir das in der 
Reihe (30) enthaltene Argumenteystem a;, a;*, . . . a:^"^ y, y' . . . y*"' 
gilt. Ist fiir letzteres Fi von Null verschieden, so sind auch die 
für a^""', «'*"' erhaltenen Ausdrücke 



a^»> = <^ [a;, < . . . a^»"-i>, y, y', ... y<»"-'>], 
j^i«) ^ 5f [a-, xf, ... 3:<»"-'>, y, y', ... y<»'— D] 



(31) 

an der betrachteten Stelle (30) regulär. Fügt man die Gleichungen 

W '-1^ = ^'-.^ = '<"■' (« = 0,1. ...2, -2, 
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hinzu, SO hat man im Ganzen in Differentialgleichungen erster 
Ordnung zur Bestimmung der Grössen (30), auf welche die all- 
gemeinen Sätze des § 27 angewendet werden können. 

Ein reguläreB Stück einer Extremale €, auf welchem Fi 
nicht verschwindet, bestimmt eine Lösung des erhaltenen Glei- 
chungsBystemes von speciellem Charakter, wenn noch die 
Gleichungen 

(33^ ,,, =:c'» + y'«-l=0, 

^ ' 9^ =3^aA^> +yvM +---=.0, (a=.-2, 3, ... 2«- 1) 
festgesetzt werden, welche durch die Formel 

-71- = '''*' 

verknüpft sind. Diese Relationen gelten für irgend ein Integral- 
system der Gleichungen (31), (32) allgemein, wenn sie z. B. für 
die Stelle f = vorausgesetzt werden : 

(34) <p., r = 0, a = 1, 2, ... 2» — 1. 

Da nämlich ans dem System (31) die Gleichung (28) oder 

<P3„ = 
folgt, so ist 9)j„_i constant; aus der letzten Gleichung (34) folgt 
daher allgemein 

also ist auch <pin-^a constant. Hieraus folgt dasselbe fiir 9t„_a 
aus der vorletzten jener Gleichungen, u. s, f. Man kann nun 
nach § 27 das betrachtete Stück der Extremale 6 in eine 4n- 
fache Mannigfaltigkeit von anderen Extremalenstücken einbetten, 
welche durch Gleichungen von der Form 

y = r [*, fljo. ^«, - yo<'"-"] 
dargestellt erscheinen; die Functionen X, Y sind regulär, wenn 
die Argumente ein dem Bogen @ zugehöriges Werthsystem bilden. 
Auf diesen Curveu ist aber t im Allgemeinen nicht die Bogen- 
länge; das wird erst erreicht, indem man die in Integrations- 
constanten 

«0, n^o, ■•■ V"~'*, J/o. ^0, ■.. y»'*""" 
den 2n — 1 Gleichungen (34) unterwirft Sind diese und damit 
die Gleichungen (33) erfüllt, so bleiben noch 2n -j- 1 Gonstante 
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willkürlich, z. B. wenn sfi, auf der Curve 6 nicht verechwindet, 
eioB der GrÖseensyBteme 



Xi, ya, 



■ da:»—' I 



Man kann daher den Bogen der Curve 6, indeta man die ersten 
n -\- 1 dieser Grössen festhält, einbetten in eine Schar von Ex- 
tremalen, welche durch den Punkt gehen und in ihm die ersten 
n — 1 OsculationsinTarianten mit € gemein haben, während die 
folgenden n Invarianten als willkürliche Constante in der Um- 
gebung derWerthe, welche sie für die Curve 6 haben, verfügbar 
bleiben. Bezeichnen wir diese « Constanten durch a,b,... k, 
ihre Werthe für die Curve 6 durch a, ß, ... x, so erscheint die 
Curve ß als Individuum einer Schar 

(35) x = ^{t,a,b, ... h), y = n (f, a, b, ..^ 
und die Grössen 

|oe||o g;^j|. |«e^|o e:^^|o 

sind, da t die vom Punkte gemessene Bogenlänge ist, von 
a,b, ... h unabhängig, so dass die Gleichungen 

(36) |,|' = |;|'=... =g^— '>|"=^„|V..,,^— '>| =0 

gelten und gültig bleiben, wenn man a durch irgend eine der 
Grössen b, e, ...k ersetzt. 

§ 53. 

Es seien 0, 1, 2 drei in der Richtung wachsender t auf 
einander folgende Punkte der Curve 6, 3 ein veränderlicher, dem 
Argument t zugehöriger Punkt einer beliebigen Curve (35), längs 
deren das Integral Joi gebildet werde; dann ist offenbar 

oder nach § 48 (7) 



^ = StP.«"'+«.i'"]|' 



ferner erhält man 



^ = J ■" fe «•+ 8F «. + •■• + ¥?«''■'"') • 
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wobei unter den FunctioDszeicben P, Q, F die Werthe (35) zu sub- 
stituirea sind. Integrirt man in der letzten Gleicbnng partiell 
nach der Methode des § 48, so ergiebt eich 

% = 2 [All""" + «.1?-"] l + J (-P«. + «f.) '*'. 

also mit Rücksicht auf die Gleichungen der Extremalen und die 
Formeln (36) 

wobei natürlich a durch 6, c, ... ft ersetzt werden kann. Diese 
Formel bleibt in manchen Fällen auch dann noch gültig, wenn 
nicht alle eingeführten Voraussetzungen erfüllt sind, z. B, die 
Extremalen im Punkte singulär sind. Unsere fernere Argu- 
mentation benutzt aber nur diese Gleichung selbst, so dass die- 
selbe in den bezeichneten Fällen nur Tßrificirt zu werden braucht, 
um die folgende Theorie anwendbar zu machen. 

Sind die Grössen i, a, 6, ... k diö'erenzirhare Functionen 
einer Variablen r, so folgt aus den letzten Gleichungen 

Jetzt seien die Punkte 1 und 2 durch eine Curve 8 ver- 
banden, welche in ihnen die Curve 6 berührt und durch fol- 
gende Voraussetzungen näher charakterisirt \vird. Die « — 1 
ersten Osculationsinvarianten oj, o', ... io<"-^ä> stimmen in den 
Punkten 1 und 2 mit denen der Curve 6 überein und sind längs 
der Curve 8 Functionen q>(r) im Sinne des § 17. Zu jedem 
Element der Curve 8 giebt es ein entsprechendes zwischen 1 und 
2 liegendes der Curve 6, in welchem die Coordinaten des An- 
fangspunktes und die » ersten Osculationsinvarianten von denen 
des ersteren Elementes um Differenzen abweichen, welche dem 
absoluten Betrage nach unterhalb einer positiven Constante £ 
liegen. Wenn dann die Determinante 

8(1, .j, «0, <a', ...oC-^'J 
3 ((, a, b, ... h) 
längs der Curve 6 zwischen den Punkten 1 und 2 überall von 
Null verschieden ist, so sagen wir, die Extremalen (35) bildea 
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ein Feld des Bogens 12. Hat man die durch den Punkt 
gellenden Extremaleo yermittelst eines Parameters s dargestellt, 
und ist für das betrachtete Stück der Gurve @ 



m'H^y>'>' 



so ist dt/ds endlich und von Null rerschieden. Da nun 
d{ln,a....) ds 
d (s,a,b,...) dt' 
so bleibt der Inhalt der eingeiiihrten Voraussetzung derselbe, 
wenn t nicht die Bogenlänge bedeutet 

In der folgenden Argumentation behalten wir jedoch für t 
seine bisherige Bedeutung als Bogenlänge bei. 

Bilden die Extremalen (35) ein Feld, so kann mau über die 
Argumente t, a, b, ... h so verfügen, dass die Grössen x, y, et 
€o', ... (D<*-" irgend ein vorgeschriebenes System vonWerthea © 
annehmen, welches von einem auf dem Bogeu 1 2 erreichten hin- 
reichend wenig verschieden ist, z. B. so wenig, dass die Diffe- 
renzen entsprechender (jrössen absolut kleiner als Eq sind; geht 
das System © stetig in ein der Curve G selbst angeböriges über, 
80 nehmen a, b, ... k die Werthe oc, ß, ... x an. Nimmt man 
daher die oben eingeführte Grösse e kleiner als £o &ti) und läset 
den Punkt 3 längs der Curve S laufen, so kann man immer eine 
der Schar 

X = i {t, a, b, ...k), y ^ T} (t, a, b, ... Je) 

angehörige Extremale 03 cönstruiren, welche mit der Curve S 
in einer Berührung (« — 1)*«' Ordnung steht. Dann sei z der 
vom Paukte 1 ab gerechnete Bogen der Curve S; nach § 52 hat 
man die Gleichungen 

. dx „ d'x _ d''—^x 

<ä») "f ~f"" "" ~f7' 

^ ' , dy „ d^y _ (i"-'y 

^ ~ ä^' ^ —d^' ■■■^" ~dv^^' 
80 dass sich für a ^ 1, 2, 3, ... n — 1 ergiebt: 

da;(a-i) d'^x dy" — ^* d^y 

dz dz' ' dz dr" 

Nun sind, da ^ nicht verschwindet, die Grössen t, a,b, ... k regu- 
läreFunctionen von x, y, a, ... w*"— *' in der Umgebung der dem 
Bogen 1 2 und der Curve 15 zugehörigen Werthsysteme , mithin 
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auch Functionen tpir) im Sinne des § 17; die Formel (38) kann 
also angewandt werden, und ergiebt mit Rücksiebt auf die letzten 
Gleichungen (39) 



iJ„ 


: = 2[f-"<" 


' + ft»<"l + 


P.^ 


<"-i> 


+«-^ 


IT 




ü^ 




=''2[P.*" 


+ Q.rn + 


-■£ 


J+«.^- 


Setzt man daher 












F=F(x, «", 


...»<->), F = 


-(« 




• ■0)- 




J) = «w, 


3 = »«), i> = 


' dl"' 


9 = 


dt» 


nnd benutzt die Identität (7) des § 


48, BO 


folgt 





dJo» 

"IT Tg^'^'^^'^lf 

Andererseits erhält man für das längs der Curve S gebildete 
Integral t/",, 

somit folgt: 

Nun geht die Extremale 03 in© über, wenn diese mit derCurve 
S eine Osculation (n — 2)*^ Ordnung hat, also z, B. wenn der 
Punkt 3 die Lagen 1 und 2 annimmt; Anfange- und Endwerth 
der GrösBe J^t -\- J»t sind daher folgende: 

Daraue folgt, dass die Diöerenz 

dasselbe Vorzeichen wie die Grösse S hat, wenn diese für alle 
zum Vergleich herangezogenen Gurven S ein festes Vorzeichen 
besitzt, ohne jemals in der ganzen Länge einer solchen Gurre 
zu verschwinden. Dann liefert die Curve @ ein Maximum oder 
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Minimum des Integrals J gegenüber allen Gurven Q, je nachdem S 
poaitiy oder negativ ist. Das3 übrigens das Vorzeichen derGrosse 
@ fest ist, folgt schon daraus, daBs F, als von Kall verschieden 
vorausgesetzt ist. Da nämlich p — p und q — q kleine Grössen 
sind, so kann man entwickeln 

äj VP -i-. + If G - 9) + J (^).(? -!»' 

wobei das angeheftete m bedeutet, dass für p und q ein gewisses 
System von Werthen 

P« = P + Ö (p — ß), g« = 3 + Ö (ä — g) 
zu nehmen ist, in welchen 6 zwischen — 1 und -|- 1 liegt. Da 
nun aber 

=r v^F, ^= — X V F.. ^ a^' F.. 

80 ergiebt die Gleichung (40) 

&' = _ 1 (F,)« (y (P - i>) - ^ (g ~ g)|». 



§ 54. 

Wenn der zweite Factor des für S erhaltenen Ausdrucks ver- 
schwindet, so lehrt die Gleichung 

ß,(i.-i) __ y^f") — yV") -f- •■■ = x'q — y'p -\- -■■, 
da die weggelassenen Glieder nur Ableitungen von höchstens 
(» — l)*" Ordnung enthalten, dass die Grösse o*"-" für die 
Curve 2 und die Extremale 03 denselben Werth hat, die Curven 
also eine Berührung n*" Ordnung haben. Dies kann aber jeden- 
falls nicht längs der ganzen Curve S überall eintreten. Denn 
ist in dem betrachteten Punkte 3 z. B. a/ von Null verschieden, 
80 kann von den Grössensystemen 

(11) Je, J?,...^;„,„.,...<„„-.), 

für jeden Werth von a das erste in eindeutiger Weise durch 
das zweite ausgedrückt werden; ebenso das zweite durch das 
erste abgesehen von der Vieldeutigkeit der Grosse 



- ardg 



dx 
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und die Functionaldeterminante 








\dx' dx^' 


. <o(— «) 
- dl— j 






der betrachteteQ Stelle x ■■ 
minanten 


Setzt 

= (,80 


man daher für 
unterBcheiden 

1 8 (9, o, o', 
8 (o, 6, 

dl— ■/ 
...J) 


die Umgebnng 
sich die Deter- 

... ia("-»l) 


8 (x, a, b, c, . 
und 


? (», i, 


...S) 



nnr am einen endlichen, von Null rerschiedenen Factor, und die 
letztere ist von Null verschieden. Wenn man daher den Ausdruck 

y ^ H {x, a,h, ...k) 
nmal nach x differenzirt, so kann man die Constanten a,b,,..k 
eliminiren, und erhält eine für alle Extremalen des Feldes gültige 
Differentialgleichung 

(42) ^-) = 0[a;, !/,«/',...!/<'-')], 

deren rechte Seite jedenfalls in der Umgebung des für die 
betrachtete Abscisse x auf der Curve E erhaltenen Werthsystemes 
ihrer Argumente regulär ist; dieses Werthsystem werde durch © 
bezeichnet. Der Gleichung (42) müsste auch die Curve 2 genügen, 
wenn sie mit der Extremale 03 überall eine Berührung «*" Ord- 
nung hätte; die Extremalen des Feldes geben aber für den 
betrachteten Werth von x den Grössen y, y', ... i/("— ') willkür- 
lich Yorgeschriebene Werthe in der Nähe des Systemes @, 
stellen also das allgemeine Integral der Gleichung (42) dar. Da 
nun auch auf der Ourve S das Grössensystem y, i/, ... yt«-» in 
der Nähe der Stelle @ liegt, so muss diese Curve an der be- 
trachteten Stelle mit einem Bogen einer Extremale des Feldes 
zusammenfallen. Da ferner die Grössen ci, ta', ... ra*"—'' sich 
auf der Curve 2 stetig ändern, so kann diese nicht aus Stücken 
verschiedener Extremalen des Feldes zusammengesetzt sein, und 
kann, da sie auch im Punkte 1 die Curve S in der «'«"Ordnung 
berührt, von letzterer nicht verschieden sein. 

Die Grösse S ist daher für jede von 6 verschiedene Curve 8 
von Null verschieden, wenn dies längs der Curve 6 von der 
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Grösse F^ gilt. Ein toh Singularitäten freier Bogen einer Ex- 
tremale liefert also, wenn erstens ein Feld existirt, zweitens 
die Grösse Fi nicht verschwindet, gegenüber den Curven 8 ein 
Extremum. Dieses entspricht bei den eingeführten Voraus- 
setzQDgen dem schwachen Extremum des § 17; auf das Analogon 
des starken würde man kommen, wenn nur die Grössen w, et', 
... (»<"-*' auf den Curven 8 und 6 benachbarte Wertbe hätten. 
Dass nun eine Extremale wenigstens stückweise stets mit 
einem Felde umgeben werden kann, lehrt folgende Betrachtung. 
Ist z. B. x'a von Null verschieden, so kann man zufolge der Be- 
ziehung zwischen den Grössensystemen (41) für a, 6, ... Ä die 
für a: =; i gebildeten Grössen 

*'" — rf^ I ' ^"^ ~ dx^~' ! ' "• ** ~ d^^ I 

einführen ; die- Grösse J ist dann in der Nähe der Stelle von 
Null verschieden, wenn dies für die Determinante 



^ (y." 



...So'"' 



DJ 



gilt. Dass diese aber nicht identisch verschwindet, sieht i 
aus den Taylor'schen Entwickelungen 



= 2!^'"- 



y<"' 



= 2*i" 



welche zeigen, dass in ihr die niedrigste Potenz i 
X — Xt folgenden Coefficienten hat: 



> Arguments 



(n+l)l (2n-l)t 



(«-1)1 



1 



1 



(2„_2)! 



1 



11 2! rt! 

Dass diese Grösse nicht verschwindet, ist leicht zn zeigen und 
folgt indirect daraus, dass es möglich ist, eine ganze ratio- 
nale Function (2n — l)'™ Grades so zu bestimmen, dass sie 
nebst ihren Ableitungen bis zur (n — 1)*™ Ordnung an zwei 
Stellen gegebene Werthe annimmt. 

Damit ist gezeigt, dass ein hinreichend kleines Stück einer 
Extremale, auf welchem F, von Null verschieden ist, immer 
ein Extremum der definirten Art liefert. 
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Beispiel. Aufgabe XII (§ 50). Ist t die Bogenlänge, so 
ist F der Krümmungsradius, und die früher für Pj, Q^ ab- 
geleiteten Ausdrücke ergeben 



Setzt man ferner 



F = 



(»''+»'')' 



so folgt 

- 8-F , _ 3F F'- 



-2Z = 

dp ^ dq J* ' 



Nun stellt das Integral J die zu untersuchende Fläche posiÜT 
genommen nur dann dar, wenn der Krümmungsradius F positiv 
und endlich hleibt; dann gilt dasselbe von F, A& F — JP eine 
kleine Grösse ist; S ist also negativ. Man hat ferner die 
Gleichung 

«: = _Mi,_ = v.f, F,^2F', 

dp'' (x'y" — afyy y ' i 
80 dass F-i zwischen zwei auf einander folgenden Rückkehr- 
punkten der Gykloide positiv ist. 

Eine zweifach unendliche Schar durch einen Punkt gehender 
Extremalen erhält man in folgender Weise. Im Coordinaten- 
system 5, y wird durch die Gleichungen 
{43) X =: a (^ — sint), y ^= a (\ — cost) 

eine Cykloide dargestellt, welche durch das Rollen eines Kreises 
auf der ^-Axe entsteht, und im Coordinatenanfangspunkte einen 
Kückkehrpunkt besitzt. Jetzt setze man 
{44) a: = X COS& — y sinb, y ^ x sinb -\- y cosb, 

dann beschreibt der Punkt (x, y) eine Cykloide, deren Basis 
«ine beliebige durch den Anfangspunkt gehende Gerade ist, 
und es ergiebt sich 

X = a {sin (b — t) -[- 1 cosb — sin b], 
y ^ a \ — cos (b — t) -\-t sinb -\- cosb], 
, dx . . du 
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l 

" — 2' 
Diese Ausdrücke x, y, to fähren zu folgender Gleichung für ^: 



- J = 



K-ö 



d ((, «, b) 

— acos (b — t) -\- a cos J, — a sin {b — t) -\- a si» b, \ 1 

sin (6 — t) -\- tcosb — si« J, — cos (Ä — t) -\- tsinb -\- CQsb,o\ 
acos(b — t) — atsinb — acos b,a sin {b — t)-\-atcosb — asinb, ~~1 \ 

I sin(b — t)-\-tcosb — sinb, — cos (b — t)-\-tsinb -\- cosh \ 

I — cos{b — t)-\-cosb — tsinb, — sin{b — t) -\- sin b-\- tcosb \ 
Diese Determinante braucht man nur für eine specielle Extre- 
male zu untersnchen : setzt man z. B, 6 = 0, so erhält man 



. (s _ 2 (1 - cost) = 4 [(ly 



ll^lV - .in.i 



si«ajr 



also eine positive Grösse, sobald t von Null verschieden ist. Zu 
beachten ist aber, dass den Werthen ( = 0, ( = 2« singulare 
Punkte der Extremale entsprechen; es muss also, um auf das 
Eintreten des Extremums Bchliesseu zu können , erstens die 
Formel (37) nach einer an sie geknüpften Bemerkung verificirt 
werden, was mit Hülfe der Formeln (43), (44) sehr leicht durch- 
zufübrea ist; zweitens muss man sich auf Bogen beschränken, 
welche nicht bis an den Punkt { =: 2 jt heranreichen. Für einen 
Cykloidenbogen zwischen zwei auf einander folgenden Rückkehr- 
punkten zeigen dann die durchgeführten Rechnungen auf Grund 
der allgemeinen Theorie, dass er wirklich ein Minimum der 
Fläche J liefert gegenüber allen Cnrven , welche mit ihm End- 
punkte und Endtangenten gemein haben, und sich bezüglich 
ihrer Tangenten und Krümmungsradien von dem Cykloiden- 
bogen hinreichend wenig unterscheiden. 

§ 55. 

Eine verallgemeinerte isoperimetrische Aufgabe liegt vor, 
wenn das Integral J zum Extremum gemacht werden soll, wäh- 
rend der Werth eines anderen von derselben Form 
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Yorgesehrieben ist; dabei liabe G dieselben EigenBchaften, welche 
für F vorausgesetzt worden und die Identität (3) hervorriefen. 
Insbesondere seien die Grössen ff,, Ü ^ Eo, Ei, . . . Bn, S = Su, 
Si, ... S„ ebenso aus derFunction 6r gebildet, wieFi,Po, ... Q„ aus 
F, 30 dass die Identitäten 

bestehen. Das gesuchte Extremum kann, wenn dieselben Stetig- 
keitseigenschaften der gesuchten Gurve wie in § 48 verlangt 
werden, nur geliefert werden durch Stücke der Extremalen des 
Integrals J -f- i£, wobei X eine Constante bedeutet, also durch 
Curven, welche den Gleichungen 

F-\-XB = 0, Q-\-XS = 

genügen und bei willkürlichen Wei-thea von i. im Allgemeinen 
von 2n -|- 1 Constanten abhängen. Dies lehrt die Argumentation 
des § 32 mit einer sehr leichten Modification; ein anderer auf 
allgemeineren Principien beruhender Beweis wird in § 58 gegeben 
werden. 

Um hinreichende Bedingungen des Extremums abzuleiten, 
nehmen wir an, durch den Funkt gehe eine (« -|- 1) fache 
Schar von Extremalen, welche durch die Gleichungen 
« = !((, a, b, ... ft, l), y = fi (t, a, b, ...k, l) 

dargestellt werden, 1 und 2 seien wie in § 53 zwei Punkte einer 
bestimmten dieser Extremalen, welche durch 6 bezeichnet werde, 
und S eine Curve 1 2 , welche dem der Curve ß angehörigen 
Bogen 12 in derselben Weise wie in § 53 benachbart ist, und 
ausserdem die Gleichung 

(45) Zi, = £i, 

einlebt, wobei links über 8, rechts über 6 integrirt wird. Ist 03 
eine Extremale der Schar, längs deren die Integrale Jq^, Kos 
gebildet sind, ist ferner 3 ein Punkt der Curve S, und sind a, b, 
... k, i. Functionen derGrösse t, welche dieselbe Bedeutung habe 
wie in § 53, so hat man an Stelle der Gleichung (38) 
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(46) 

und analog 

Wir bestimmen nun die Extremale 3 durch die For- 
derung, daBB sie nicht nur zur Curve S dieBelbe geometrische Be- 
ziehung haben soll, wie in § 53, sondern ausserdem der Crrösse 
£og -f- -2^33, deren letzter Summand sich auf 2 bezieht, einen 
constanten Werth geben soll. Das ist möglich, wenn längs der 
Curve 6, abgesehen vom Punkte 0, die Functionaldeterminante 

d (I, Jj, (0, ta\ ... a><"~^>, -fffls) 

~" d{t,a,b, ... fc, Äj" 

von Null verschieden ist Dann kann man nämlich die Grössen 
I, 1), M, ... a><"— *', Ä)4, welche zu irgend einer zwischen 1 und 2 
liegenden Stelle 4 der Curve S gehören, durch Abänderung der 
Äi^umente t,a, ... k, i. um beliebig gegebene Beträge wachsen 
lassen, so lange diese gewisse Grenzen nicht überschreiten; z. B. 
kann man, wenn der Punkt 3 auf der Curve S dem Punkte 4 
benachbart ist, die Grössen |, . . . rat"- ^> in die entsprechenden, 
auf der Curve 2 zum Punkte 3 gehörigen, K^t aber in den 
benachbarten Werth Kos = ^i + J^ia übergehen lassen, in 
welchem sich der erste Summand auf 6, der zweite auf 8 be- 
zieht. Alsdann ist (£ der Gleichung (45) zufolge Anfangs- und 
Endlage der Extremale 03, und man erhält 

Multiplicirt man diesen Ausdruck mit l und addirt ihn zu 
dem analogen, mit J gebildeten, so ergiebt sich den Gleichungen 
(46), (47) zufolge, indem die Bezeichnungen des § 53 gelten, 
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Die rechte Seite dieser Gleichung ist der oben definirte Aus- 
druck (S, gebildet für die Function F -\- IG an Stelle von F; 
hat derselbe ein festes Vorzeichen, so gilt dasselbe von der Diffe- 
renz J^^ — J,j. Ist ferner Fy -\- AG| längs der Curve 6 von 
Null verschieden, so verschwindet S" nach § 54 nur dann längs 
der ganzen Gurve S, wenn ausser den Gleichungen (39) noch 
folgende gelten 

d'x , . d"« , , 

dt» ar" ^ ' 

dann hat man für ü = 1, 2, ... « — 1 

(a-i) di I (o-i) da , , (a_i) äX ,,_i) 

* dr ' " dr ' ' ^ dr ' 

nebst zwei weiteren Gleichungen, die entstehen, wenn man in 

der letzten ojC'i-» durch | und ij ersetzt. Ferner ist nacb (48) 

d^oa AK.,^ n < ^ ^«> ,„>\ Ö^e 



Diese Gleichung giebt, wenn man sie in der Form 

8i dr + aa dr "" ~ dt 

schreibt, zusammen mit den « + 1 vorhergehenden « -|- 2 lineare 
homogene Gleichungen für die Grössen 

dt da db dX 

dr ' ?r ' dt' dr ' 

deren Determinante i/", also von Null verschieden ist. Diese 

Grössen verschwinden also, d. h. @ und S fallen zusammen, wenn 

S" überall verschwindet. 

Hinreichende Bedingungen dafür, daas der Bogen 12 das 
gesuchte Extremum liefere, bestehen also darin, dass z)" von Null 
verschieden, und S* von festem Vorzeichen sei; erstere Grösse 
kann auch hier mit einem beliebigen Parameter t gebildet werden, 

Aufgabe XIII. Die Gleich gewichtsfigur einer ebenen 
elastischen Feder bei gegebenen Endpunkten und Endtangenten 
zu bestimmen, wenn die potentielle Energie, auf die Einheit der 
Bogenlänge bezogen, durch das Quadrat der Krümmung ge- 
i wird. 
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Die gegebene Länge der Feder ist 

K = J Va;" + y dt. 
die Energie, wenn q den Krümmungsradius bedeutet, 

j^f V»" + ?'■ <». 

1 s' 

dabei ist 

Da a: und ^ in den Integranden nicht vorkommen, hat man für 
die Extremalen des Integrals J -\- XK nach § 50 die beiden 
ersten Integrale 

F,+iB,=a, ft+lS, = J; 
da femer 

so ergiebt die Identität (7) oder 

+ (ft + ".) »" 
mit Berücksichtigung des Ausdruckes für q^ die Gleichung 



(1. + i) V«" + »■■ = «y + i/ + 

aa:* + 61/' 1 



2 V^'^ + y" 



oder, wenn « und o dieselbe Bedeutung wie in § ö2 haben, und 

ds das Bogenelement ist, 

(49) K - acos{^ + «) - 6sm(o) + «) = A ^ (^J, 

^ * ^ V; — u cos (cd + «) — ftstn (ja + «) 

Da nun 

X ^ \ cosiio -{- ti)ds^ 
so ergiebt sich 

a: = Xo + 
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' = »« + I 



iT- 



Diese GleichungeE stellen eine Schar von Extremalen dar, welche 
vom Punkte mit constanter Richtung auBgehen, also, wenn man 
A, a, b variabel lässt, eine Schar von der in der allgemeinen 
Theorie verlangten Beschaffenheit Als Parameter t erscheint 
die Grösse <a selbst; man hat daher 

^ 8 (x, y, o, Ko,) _ 8 jx, y. ^,) 
d (ß>, a, b, k) 3 (a, b, X) 

und aus der Formel (50) ergiebt sich 



^••=lvT^ 



da 



Die Berechnung von d" bietet olfenbar lieine Schwieriglieit dar; 

setzt man 

VA — acosfü — hsmat = *, 



, -, (costoda „ C siniodi 
1 *' 1 *' 



- 8^» = 



AHM 
BON 

M N A+C 



A B M 

== B C N 
M N 
Die Grösse S" ist negativ, da 

8' (f + it S) _ 8HF+_L<3 
8s> ~ 8!/"89" 



+ (^+CH^C--B')- 



2»'i 



positiv ist; es ist also ein Minimum der potentiellen Energie 
und damit stabiles Gleichgewicht vorhanden, wenn die Gleichung 
^0^0 längs der Feder nur die Wurzel f = besitzt. 

Die gewöhnliche Gleichung der elaBtischen Curve erhält man, 
wenn mittelst der Gleichungen 
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c = ytiä + Ja, a^ecosß, b = csinß, 

X := X cos ß ~\- y sin ß, y ^ — x sin ß -j- y eos ß 

ein neaee rechtwinkeliges Coordinatensystem eingeführt wird ; 

offenbar ergiebt Bich 

cos (ro — ß) dm 






f sin ( 



ccos (q — ß) 
sin (öj — ß) dta 



VA — ccos (ro — ß) 

Das zweite Integral ist auszurechnen nnd z erscheint als ellip- 
tisches Integral zweiter Gattung mit dem Argument y. Man 
kann auch sagen, dass die Coordinateotransformation den all- 
gemeinen Fall auf den speciellen, in welchem b = ist, zurück- 
fuhrt; in letzterem sind die Integrale B und N durch elemen- 
tare Functionen auszudrücken. 

Beiläufig erhält man, wenn man die Gleichung (i9) nach 
s differenzirt, 

r ■ / I , i / 1 \n "^i» 2 dp 

oder, da Qdto =: ds, 

. , , , , , , , d» , dx 2 dp 

asm(a + «) — bcos{e> + «) = a-^ ~ * d? ~ ~ p» ds ' 

also, wenn man integrirt, 

— = o« — bx 4- const., 
p ' 

eine Gleichung, die eine Haupteigenschaft der elastischen Curve 
ausdrückt. 
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Siebenter Abschnitt. 

Die allgemeinsten Probleme der 

Variationsrechnung bei einer einzigen unabhängigen 

Variablen. 



Das Problem des zweiten und dritten Abschnitts kann in 
folgender Weise formulirt werden. Die Grössen s und ,^ sollen 
als Fntictionen von x so bestimmt werden, dass die Gleichung 






besteht, und, wenn die Werthe dir Unbekannten für a; = a^ und 
X ^ x-^ durch die Suffixe unil 1 bezeichnet werden, bei ge- 
gebenen Werthen yo, ^6, J/i die lirösse ^i ein Extremum wird. 
Aehnlich verlangt das isoperimetrische Problem, unter Voraus- 
setzung der Gleichungen 

^z j^f äy\ du / dy\ 

und bei gegebenen Werthen y,,, Za, «o, %, y, die Grösse «i zu 
einem Extremum zu machen. Die Aufgabe des sechsten Ab- 
schnitts für n ^ 2 kann so ausgesprochen werden, dass die 
Gleichungen 

dz ./ du\ dy 

^=f(x,y,u,j^), j^=u 

vorgeschrieben, die Werthe yo,yi,Uat "n «'o gegeben sind, und 
wiederum z^ ein Extremum werden soll. Ein den aufgeführten 
verwandtes, aber den bisherigen Methoden nicht zugängliches 
Problem erhält man, wenn ein Integral, dessen Integrand von 
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der Länge der gesuchten Curve abbängt, zam Extremum gemacht 
werden soll; z. B, das Integral 

wobei gesetzt ist 



"=H^+m-^ 



f {'-%')■ m-^+m 



offenbar sind die Grleichangen 

'^ — ff.,.^ 
dx 

gegeben, und die Werthe y«, ^i, q>o, da vorgeschrieben, während Bi 
zu einem Extremum gemacht werden soll, <f] aber keiner Be- 
schränkung unterliegt. 

Alle diese Aufgaben sind specielle Fälle der folgenden sehr 
allgemeinen. Es seien i/o. ^n ■•■ y^-i unbekannte Functionen 
von a;, welche den t -\- \ Gleichungen 

♦■(»,».,!/„... ?,-„^,^,...^^Wo(. = 0, 1,...r) 

\ ' " ^" "" " da: ' da; ' da; y *■ ' 

unterworfen sind. Die Werthe der Grössen y^, j/,, ^j, ... »/„-i 
seien für x ■= Xi, gegeben, ebenso die Werthe einiger von ihnen 
fiir a; = a;]. Dann sollen die unbekannten Functionen so bestimmt 
werden, dass der Werth von i/o für x ^ Xy ein Extremum wird. 
Denkt man sich längs der gesuchten Mannigfaltigkeit x^y^,... !/„_i 
als eindeutige Functionen eines Parameters t dargestellt, und 
schreibt y„ für x, so sind die obigen Gleichungen in der Form 

(1) Va (i/o. yi> ■ ■ ■ »». j/ö, yl, ■ . . y'n) = 

enthalten; die Functionen (pa seien in den Grössen y' homogen 
von der Dimension g. Um sicheren Boden zu gewinnen, setzen 
wir ferner voraus, die Grössen y seien stetige, mit stetigen ersten 
und zweiten Ableitungen versehene Functionen des Arguments t\ 
durchläuft letzteres das Intervall von t^ bis (,, so seien durch 
jene Functionen stets solche Werthsysteme 

<2) I/o. ■■-^». yi>. ■■■y« 

definirt, für welche sämmtliche Functionen q)a regulär sind; 
die Gesammtheit dieser Werthsysteme heisse 3W. Setzt man 
eodann 
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(q = 0, 1, ... r, b = 0, 1, ... «), 

80 sei die Determinante 

<^' ^ ± ----.. ---I^rt^^ 

für die bezeichneten Werthsysteme (2) von Null verschieden, die 
Gleichungen (1) also nach y'o, jf\, ... y'r auflÖBbar. Unter den 
Grössen j/,, ... y^ seien endlich diejenigen enthalten, deren Werthe 
für t = ti nicht vorgeschrieben sind, etwa die Grössen y, + i, 
yi + a, ■■■ yr, 30 dass allgenkein die Relation 

£ s £r < n 
gilt , und im Falle r ^ s alle Unbekannten ausser jo auch für 
t = ti gegeben sind. Bei dem oben bezeichneten iaoperimetri- 
schea Problem hätte man z. B. 

r = s=l, n = 3, z = yo, m = J/i, y = J/», x = y^; 
beim Problem des Integrals to dagegen 

s ^ 0, r = 1, n = 3, fi» = y«, ö = y„ y = y^, 10 = y^. 
Allgemein bezeichne jeder der Indices a, b, c, ... fortan 
eine bestimmte Zahlenreihe, und zwar sei 
a, e = 0, 1, . . . r, 
b = 0, 1, ...n, 
c = s+ 1, s + 2, ... r. 
b = i--i- 1, r + 2, ...n, 
9, f = 0, 1, ...s. 
Um nun zu untersuchen, ob ein Functionensystem von der 
angegebenen Beschafl'enheit ein Extremum des Werthes von y^ 
für t ^ ti ergiebt, ersetzen wir dasselbe durch das System 
yt -\- ^yt, für welches in dem ganzen Intervall von te bis t^ die 
Gleichungen 

(4) 9>„ (i/b + '^yb, y'b + ^y't) = 0, 

an den Grenzen aber die Gleichungen 

(5)^yJ'° = 0, z^kJ'' = 0, z/yj'' = 0, ^2/af'="- = ^3/. r = 

bestehen. Die Gleichungen (4) können geschrieben werden 

(6) 2 (<P'^^^^ + V^t^yl) + [^J/i.. ^y^]» = 0; 
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sind also die Grössen zly^ als Fnnctionen von t gegeben, bo sind 
die Grössen ^j/«, ^tfi, ... ^j/r durch ein System von r -]- 1 
Differentialgleichungen erster Ordnung bestimmt, und zwar völlig, da 
ihre Werthe für / = ^ gegeben sind; aus den letzten Relationen 
(6) sieht man, dasa, sobald s von Null verschieden ist, die Grössen 
^yt, nicht völlig willkürliche Functionen von t sein können, da 
jene Gleichungen im Allgemeinen nicht zu erwarten sind. Soll 
das gesuchte Extremum durch die betrachteten Functionen yi, 

geliefert werden, so muss offenbar ^^^ ^^^ festes Vorzeichen 



Die weitere Argumentation knüpft sich nur an die Gleichungen 
(5), (6) und beruht darauf, dass die linken Seiten derselben 
reguläre Functionen der 4 (« -|- 1) Grössen y, y*, ^y, ^y' sind, 
während der Umstand, dass ^ab und ^^t partielle Ableitungen 
einer Function <pa sind, nicht benutzt wird. Lässt man letztere 
Voraussetzung fallen, so verallgemeinert sich die oben formulirte 
Aufgabe beträchtlich, indem Bedingungsdifferentialgleichungen 
nicht nur für die unbekannten Functionen, sondern theilwetse 
auch fiir die Incremente gegeben sind, welche jene Functionen 
beim Uebergang zu benachbarten Mannigfaltigkeiten bestimmter 
Art erhalten; es werden damit diejenigen Mannigfaltigkeiten de- 
tinirt, denen gegenüber die ursprüngliche TO ein Extremum von 
yt, ergeben soll. Solche Probleme mit nicht integrirbaron Be- 
dingungsgleichungen kommen in der Mechanik vor. 

Ana den Gleichungen (6) ergeben sich nun, da die Deter- 
minante (3) für die in Betracht kommenden Werthsysteme nicht 
verschwindet. Ausdrücke für -dy'^, ^y\, ... ^y'r in der Form 

(7) ^y; = [^yi, ^y'u y» — iji,, y't — ijt], =^ B«, 

wenn ( = t, i/6 = ^>}i^ Vi = v't irgend eine Stelle der Mannig- 
faltigkeit *D1 ist. Die Reihen B^ mögen für alle zwischen („ und 
<i liegenden Werthe von t convergiren, wenn die Argumente, 
gleichviel ob reell oder coniplex, dem absoluten Betrage nach 
die positive Coostante » nicht überschreiten; dies kann, da 
die Argumente yj, — tjj, yl — jjI, stetige Functionen von t sind, 
theilweise dadurch erreicht werden, dass zunächst 

(8) |1-.|S^ 

Torausgesetzt und unter ß eine passend gewählte, von c unab- 
hängige positive Constante verstanden wird. Fügt man zu dieser 
Ungleichung die Fordemng 
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(9) 1^»«!^«, l^yilS«. 

so haben die Reihen B^ Werthe, deren absoluter Betrag unter 
der weiteren Bedingung 

I ^9. I< « 
eine gewisse positive Gonstante f nicht überschreitet. 
Speciell werde nun gesetzt 

(10) J}ii = 3i, z^y» — 2 *"">"'! 

dabei seien £„ reelle oder complexe Gonstante, w»™ reelle, 
zwischen ^ und t, stetige, mit stetigen ersten Ähleitnngen ver- 
sehene Functionen von t, welche für t = to und t ^ ti ver- 
schwinden, and dem absoluten Betrage nach ebenso wie ihre 
ersten Ableitungen unter der festen positiven Grenze g ver- 
bleiben. Ist dann t ^in@ positive Gonstante, und 

so bestehen die Ungleichungen (9); die Reihen /j, (^o, •^i, ... Är)i 
in welche die Ausdrücke iJj durch die Substitution (10) über- 
gehen, sind Potenzreihen der Argumente Za, £„ mit stetigen Func- 
tionen von t als Goelficienten , und convergiren, wenn t dem 
Intervall (8) angehört, bei der Annahme 

I ». I< «; 

dabei gelten die Ungleichungen 

(11) |/,(^»,^,....^r)|<y. 

Hieraus kann folgender Schluss gezogen werden. Die Grösse a 
werde so in zwei positive Summanden zerlegt, dass 

« = «, -f «s, 0<2a, <«,. 
Wenn dann angenommen wird 

(12) I ^. i < «„ I 5a |< «,, \e. — e.\< 2«,, 

wobei Zu und Za reelle oder complexe Grössen sein können, so 
kann man entwickeln 

fa (^0, ^1, ... i.) =/a (^0, ^., ... M +S (^" - *"> ^«" 

Ma, = [Za — So< ^1 — «1. -■• ^r — *r]o. 

und es bestehen nach einem Fundamentalsatz der Functionen- 
theorie die Ungleichungen 
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^j^ I tlZi't I < »■«.---■■ 

Die Glieder der Reiben M^t sind daher dem absoluten Be- 
trage nach kleiner als die entsprechenden gewisser convergenter, 

nach positiven Potenzen von — ! fortschreitender Reihen mit 

positiveD Gliedern, welche nur von y, «i, «,, nicht aber von i 
abhängen. Es giebt daher eine von r unabhängige Grösse y« von 
der Beschaffenheit, dass hei der Voraussetzung (12) immer 

(13) \f,(eo, ^u.- ^r) — /.(^o, ^1. •■■ «r) |< I-o 2 I ^' - ^'l- 

Jetzt fixiren wir t irgendwie, zerlegen die Grösse a, in 
zwei positive Summanden, so dass 

«1 = «s + «4. «s > 0, «4 > 0, 
und bestimmen ein System von Lösungen der Gleichungen (7) 
oder 

fiir welches 

(16) ». I' = «„ = [.l, I ... |< u,. 

Einem Gedanken von Picard folgend, definiren wir allgeinein 

«a,n + l = «0» + f /.(■»On, «Im ■-■ 2rn)dt 

und nehmen an 

\t-z\<ßo<ß. 
Dann giebt die Relation (11) zunächst, wenn 

(16) |^«„|<«, 
die Folgerung 

wählt man also ß^ so klein, dass 

(17) ß<,y < «*, 

80 folgt mit Rücksicht auf die letzte Relation (15) 

I «a,n + l — «ao |< «1, | ^^,« + 1 \ < «i, 

80 dass die Beziehung (16) allgemein gilt. Sodann ergiebt die 

Gleichung 
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Allgemeine Methoden. 



= jdl 1/, (»„,», fc.) 



auf Grund der Relationen (13), (16) 

I »...ti - ».. I < ß.n 21'-- '••— 1- 
2 1 "...+.-».. I< (>■ + 1) ß'n S I ».» - »■•— I- 

Nimmt man daher weiter an 

ir -\- 1) ß,Y, < 1, 
was offenbar, ebenso wie die Ungleichung (17) erreicht werden 
kann, indem man unter ß^ einen nur von «*, y, y«, nicht aber 
von I abhängigen positiven Werth versteht, so sind die Glieder 
der Reihe 

(18) «.. + S ('•■• + ■-«") 

dem absoluten Betrage nach kleiner als die entsprechenden 
einer convergenten geometrischen Progression, deren Verhältuiss 
(r + 1) |3o7o ist; "liö Reihe convergirt also in dem ganzen 
Gebiet 

|(-.|<A, 1«. KS, 

in welchem e„ auch complexe Grössen sein können, gleichmässig. 
Da nun die Reihen iJ, kein von ^pt und ^y'i, freies Glied 
enthalten, also gesetzt werden kann 

A (^«> *lt •■■ M = K> ^1. ■■■ ^n *0' «1. ■•■ *in]l7 

30 ist auch 

/«(ifoo, «.o---- ^ro)= [e]i 
und dieselbe Form haben alle Grössen e^a nüt stetigen Func- 
tionen von ( als Coefficienten; nach dem Weierstrass'schen 
Doppelreihensatze kann also auch die Reibe (18) in eine ein- 
fache Reibe [e]i umgewandelt werden, und aus der gleichmässigen 
üonvergenz bezüglich des Arguments t folgt, dass bei passender 
Wahl der Grösse g^ unter der Voraussetzung 

(19) U>n I < £«, I t -■ r |< ^0 

der absolute Werth des Ausdrucks (18) unter einer vorgeschrie- 
benen Grenze, z. B. unter «s, liegt. 
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Endlich ist klar, dass die Ausdrücke (IS) ein System von 
Integralen der Gleichungen (14) darstellen; bezeichnet man sie 
nämlich durch e^, so hat man offenbar 

a^ :=^ lim «an = Z^« + '»»» /j (^0,ii-li ^I,n-lt -■■ *r.n-l) dt 
= ^-0 + f/a(%^l. ...Jfr)d(, 

womit die ausgesprochene Befaauptnng erwiesen ist. Die Glei- 
chungen (14) zeigen jetzt, dass auch die Grössen /, in der Form 
[6], darstellbar und stetige Functionen von (, *oi ■■- *m sind. 
Dasselbe gilt auch von S^g :&£„!• denn besteht z. B. in dem 
Gebiet (19) die Ungleichung 

1 2 («•■"■ -•»•■)|<"' 

so ist in dieser Summe derCoefficient von f^^e't >■- dem absoluten 
Betrage nach kleiner als o^''-'' ; die Summe der ent- 
sprechenden Coefficienten in allen Ausdrücken «a,ti + i — «au ist 
also ebenfalls gleichmässig convergent, wenn t von r — (So bis 
T -j- ^0 läuft. Die Ableitungen 

8£a 0£V _8_ /8gA 

öt ' ge„' d£«\dt) 
ezistiren also and sind stetig z. B. in der reellen Umgebung der 
Stelle f = r, e„ =: 0; daraus folgt nach einem Satze von 
Schwarz, dass auch die Ableitung 



et \dU 



exiatirt und der dritten jener Grössen gleich ist. Setzt man also 

«. = 2 '■''- + W" 

so sind Vfim stetige, mit stetigen ersten Ableitungen versehene 
Functionen von t. 

Die Voraussetzung (15) ist nun zunächst erfüllt, wenn t=i», 
e^e = gesetzt wird; ein Integralsystem von der angegebenen 
Beschaffenheit existirt also jedenfalls in dem Gebiet 

to^t^to + ßo, hm |< £o 
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and giebt tär t = t^ -\- ßa Werthe ^a, für welche 

Setzt man daher i ^ to -\- ßo, BO gelten die Belationen (15), und 
man kann das IntegralsTstem, unbeschadet seiner Eigenschaften, 
bis zum Werth („ -|- 2 ^o fortsetzen , wobei aber §„ möglicher- 
weise verkleinert werden muss. Wiederholt man diese Erwägung, 
so erhält man, da ß,, von t unabhängig ist, nach einer endlichen 
Anzahl von Schritten einen Werth g,, und ein Integralsystem 2„ 
welches in dem ganzen Intervall von t^ bis 2^ die oben be- 
zeichneten Eigenschaften bei der Annahme | (m | <. to hat; man 
kann e^ = ^y^ setzen, da ^y^ ebenso wie gg für i ^ io ^^f" 
schwindet, und die Systeme (7), (14) bei der Ann^me (10) zu- 
sammenfallen. 

Haben so die sämmtlichen (rrössen ^yi, die Gestalt [eJi, und 
erhält irgend eine Grösse w den Zuwachs z/w, wenn man y^ durch 
yi, ~\- ^yt, ersetzt, so wollen wir durch 8w den Ausdruck be- 
zeichnen, der übrig bleibt, wenn man alle Glieder weglest, welche 
in den Grössen £ von mindestens zweiter Dimension sind. Da- 
nach hat man specieil bei dem oben betrachteten System iJy 
Äj/j — z/y^, 5i/^=2va„e„; 

wenn ^w eine Reihe [f], mit stetigen und differenzirbaren 
Functionen von t als Coefficienten ist, so gilt die Gleichung 

dSw . , 

Die durchgeführten Entwickeluugen schaffen eine sichere Grund- 
lage, auf welcher man mit dem Zeichen 8 an den durch die 
Gleichungen (1) verbundenen Grössen y, j/" operiren kann, wie 
mit dem Zeichen der Differentiation nacli einem von t unab- 
hängigen Parameter. 

§ 67- 

Bei der deänirten Bedeutung des Zeichens 8 ergeben die 
Gleichungen (6) 

■ '^{'P.^Syi^-^,i8y;) = Q, 

also, wenn man mit irgend welchen Factoren ^,, multiplicirt 
und addirt, 
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oder nach der für das Zeichen S geltenden Operationsregel 

(20)0 = 2il!,.S[c*.-^'^]+Ä2ä!'.2c*.- 
Bestimmen wir nun die Multiplicatoren so, dass 

(21) 2 [cf.. - ^^T?^] = 0, (. = 0, I r), 

SO sind hiermit r + 1 lineare homogene Differentialgleichungen 
angesetzt, in welchen die Determinante der GoeMcienten der 
Grössen ftä den Werth 

hat, also nicht verschwindet. Man kann daher r -\- 1 Integral- 
systeme 

(22) ft.o, fi„i, ...fl,r 

bestimmen, in denen der zweite Index die Systeme, der erste die 
Inditriduen innerhalb eines Systems unterscheidet, und annehmen, 
dass die Determinante 

von Null verschieden ist. Dass die Grössen (i in dem ganzen 
Intervall von t^ bis ti stetige Functionen von t sind, folgt daraus, 
dass die Gleichungen (21) für die Grossen n't, lineare Formen 
der Argumente (la ergeben, deren Coefticienten in dem bezeich- 
neten Intervall endlich und stetig sind. Die Gleichung (20) 
ergiebt jetzt 

(e = 0, 1, ...r) 
also auch, indem man von 4 bis t^ integrirt, 

2 H> 2 <•"?.. t = [-"'s ** S [".. ^" - ^%P^]. 

oder, da die Grössen 5j/t für t = ta verschwinden. 
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Setzen wir, um hier die keiner Bescbränkung unterworfenen 
Variationen 8i/, + i, Äy.+s, ... 3yr aus den s + 1 ersten Gleichungen 



80 kann dieser Forderung durch passende Wahl der G 
stets genügt werden, ohne dass die Determinante 
schwindet, und die ersten s + 1 Gleichungen (23) e 
die Grössen Öyi, für ( ^ fj verschwinden, 



(2S) 

' • ' i 

(8 = 0, 1, ...s) 
Die Determinante der (s -|- 1)^ Grössen 

(26) Sc-»"!'' 

ist von Null verschieden. Denn zunächst gilt dies von der De- 
terminante der (r ~\- l)* Grössen 

(27) ^(^.^f^ij", (e,i = 0, l,...r), 
deren Werth oö'eubar 

ist In dem System (27) verschwinden nun nach (24) die 
Glieder, in welchen e eine der Zahlen 0, 1, ... s, und i eine der 
Zahlen s -|- li s -|- 2, ... r ist, also, wenn der Index e für die 
Horizontalreihen constant ist, alle Glieder, welche den ersten 
s "|- 1 Horizontalreihen und den letzten r — s Verticalreihen 
angehören. Die Determinante ist also das Froduct der beiden 
Determinanten, welche aus den in den ersten s + 1 Horizontal- 
und Verticalreihen und den in den letzten r — s Horizontal- und 
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Verticalreihen stehenden Gliedern gebildet sind. Erstere ist aber 
die Determinante der Grössen (26); sie kann also nicht denWertb 
Null haben. Aus den Gleichungen (25) lassen sich daher die 
s -|- 1 Grössen Sy,- in folgender Form berechnen: 

wenn man allgemein setzt 

80 ergiebt sich 

(28) «!„|''=j<if'2"ä!"2[''.H>" 

Dabei bilden die Grössen 

Vof, *ir-, •■■, v^f 
ein System von Lösungen der Gleichungen (21), da dies von 
jedem der Systeme 

t*09' ^»e» ■■■■> Hra 
gilt; multiplicirt man ferner die Gleichungen (21) mit Cfg und 
summirt über g, so ergiebt sich 

oder _ " ' _ 

Da nun f und g dasselbe Ziffemsystem bedeuten, so bleiben die 
Gleichungen (24) erhalten, wenn man ft durch v ersetzt. Der 
Vollständigkeit halber setzen wir noch 

/c= 8+ 1,... r\ 
n. = N„ n. = ^„.; (i,_,_^j^,..J 

dann sind die (r -\- ly Grössen ««( linear durch die fia, mittelst 
des Goefhcientensystems 

C(,o Cdi -■■ Ca, ... 

Cm c,i ... c, ... 
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isgedriickt, dessen Determinante den Werth 



^r i CfloCl] ■■■ 



hat, also bei der Entstehungsweise der Grössen c von Null ver- 
schieden ist. Es ist daher auch die Determinante 



S± 



VooV.i 



von Null verschieden, und die Grossen v haben alle für die 
Grössen (t vorausgesetzten Eigenschaften. 

Die vorgelegte Extremumsaufgabe verlangt nun, dass ^yo ' 
ein festes Vorzeichen habe, wenn alle Grössen ^y für ( = (0, 
und alle mit Ausnahme von ^y^, Jy, + i, ^y, + i, ... ^yr für f =: ti 
verschwinden. Bei der im vorigen Paragraphen definirten Ab- 
änderung ^ verschwinden für f ^ fi die Grössen z^y« von 
selbst; es bleiben also nur die Gleichungen 

(29) ^J, I" = ^!,, I'' = ■ . . = ^9. j" = 0, 

unter deren Voraussetzung ^Jy,, ' ein festes Vorzeichen haben soll. 
Nun ist nach Definition 

Sieht man daher die Grössen u als fest, die Constanten g als 
verfügbar an, so lehrt der Satz des § 7, dass aus den Gleichungen 

(30) dy, I'' = dya T' = .-. = Sy, f' = 0, 

wenn man sie als lineare Relationen zwischen den Grössen a 
ansieht, die Gleichung 

(31) Sy^ I'' = 

folgen muss. um die Gleichungen (29) erfüllen zu können, ver- 
fügen wir über die bisher unbestimmte Anzahl der Grossen s 
so, dass sie die Anzahl jener Gleichungen übersteigt und setzen 



definiren wir ferner 
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60 ergeben die Formeln (2S) 

*H''=|^'2"(2'.-..)2h^..-%P'] 
= 2«.Wf(».); (t = o, 1, ...s) 

i 

bei der angegebenen Beziehung zwischen den Gleichungen (30), 
(31) folgt daher 

^o(«o) ^o(Mi) ■■■ W'oCw.) I 
H',(«o) W"i(«i)--. Wi(«.) I 



: 0. 



W.iu,) W,(uO.: W.(u,)\ 



Die Functionen u Bind nun keinen anderen Beschränkungen 
unterworfen, als stetig zu sein, stetige erste Ableitungen zu haben, 
und für t = to und t = t^ za verschwinden; sind daher C von 
den Functionen Moo unabhängige Grössen, so bat man 

2c,Trf(uo) = o 
f 

oder nach der Definition der Ausdrücke W 
oder endlich, wenn man 

2 c,n, = i, 

setzt, 

D,„ii.db, Google 



g 57. Allgemeine Methoden. 241 

Lässt man alle Grossen Wc o bis auf eine identisch verschwinden, 
BO ergeben sich hieraus durch die Schlüsse des § 8 die Glei- 
chungen 



(32) 2 ['■''" 



<ia.y..) -| ^ „ 

dt J ' 



da wir voraussetzen, dass die Grössen y, y", y" längs der be- 
trachteten Mannigfaltigkeit % stetige Functionen von t sind. 
Sodann sind die Grossen X„ in derselben Weise aus den Grössen 
Vjf znsammengesetzt , wie diese aus den Grössen ftai; die oben 
durchgeführte Argumentation lehrt daher, dass die Grössen X^ 
Lösungen des Systems (21) sind, welche den Gleichungen 

(33) 2'''*..|'' = (c = s + l,s + 2,...r) 

genügen; fügt man jenes System zu den erwiesenen Gleichungen 
(32), so sieht man, dass die r + l Grössen l^ den n -|- 1 
Gleichungen 

(34) 2 ['•''•' - ^-] = (b = 0, 1, ... „) 

genügen. Das Zusammenbestehen der letzten beiden Gleicbungs- 
systeme bildet also für eine Mannigfaltigkeit TO von den an- 
gegebenen Stetigkeitseigenschaften eine nothwendige Bedingung 
des gesuchten Extremums. Diese ist übrigens, wie man leicht 
sieht, von selbst erfüllt, wenn die Grössen Cf identisch ver- 
schwinden. 

Nimmt man jetzt wieder an, dass qo^n und ^«n partielle Ab- 
leitungen der Function ^a seien, und setzt 

ß=|x..., «. = ||, 

so ist oSFenbar 

(35) ß = 
und werden die erhaltenen Gleichungen 

Die letzten dieser Gleichungen sind von einander abhängig ; 
denn da die Functionen g)„ und damit auch Ä in Bezug auf die 
Argumente vi homogen von der Dimension q sind, so hat man 
(37) '^ylÜ,=qSl = 0, 
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wenn nur die Gleichungen y„ = gelten, X aber ganz beliebige 
Grössen sind. Di£ferenzirt man die letzte Gleichung nach (, so 
erhält man 

andererseits folgt aus der Gleichung (35) 



S(!'»+rt|^) 



da die Grössen X\ die verschwindenden Factoreu y^ erhalten ; 
subtrahirt man daher die letzte Gleichung von der vorletzten, 
so ergiebt sich 

womit die Abhängigkeit der letzten Gleichungen (36) von ein- 
ander klar wird. 

Sind die Grössen y^, Aj als Functionen von ( so beetimmt, 
dass die Bedingungsgleichungen ^j ^^ und die Gleichungen 
(36) erfüllt sind, so nennen wir die einfache Mannigfaltigkeit 
der den verschiedenen Werthen von ( entsprechenden Werth- 
systeme yt, Aa eine Extremale. 

Offenbar kann das erhaltene Resultat auch in folgender 
Weise tormuHrt werden. Man multiplicire die Gleichungen 

welche entweder direct gegeben oder durch Variation der Glei- 
chungen q)g:= erhalten sind, mit Factoreu i.^ und addire; in 
der resultirenden Gleichung integrire man nach t von ^ bis t^ 
und schaffe die Grössen St/ durch partielle Integration mittelst 
der Formel 

-17- = ^" 

weg; dann setze man die Factoren, mit denen die Grössen Sy 
unter dem Integralzeichen multiplicirt sind, gleich Null, ebenso 
die Factoren derjenigen Grössen SyA' ausserhalb des Integral- 
zeichens, welche nicht von vornherein als verschwindend voraus- 
gesetzt werden. Auf diese Weise erhält man genau die Gleichungen 
(33) und (34); erstere treten natürlich nur dann auf, wenn r 
und s verschieden sind. 
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§ 58. 

Eia wichtiger, ia dea früheren Abschnitten allein behandelter . 
Specialfall ist der, dass eine der Gleichungen <p^ ^^ die Form 

9o = y'i — i' (y„ Vi, .-■ !/;, ■•■ y'n) = o 

hat, und y^ in den übrigen nicht vorkommt; die erste der 
Gleichungen (34) lautet dann einfach 

^ = »- 

dt 
Man kann daher, indem man 

setzt, die Differentialgleichungen des Problems aus der Formel 

Ö^it-l-hVi +^«¥'aH \-l<pr)dt = 

erhalten. Wäre Ag = 0, so hätte man eine Mannigfaltigkeit im 
Gebiet der Grössen y^, y^, ... y„, für welche die Bedingungen 
des Extremums einer der Grössen 

Vi [', ya |'\ •■•»»[' 

bei gegebenen Werthen der übrigen erfüllt sind. Dieser Fall ist 
als Ausnahme zu betrachten. 

Erstes Beispiel. Das allgemeine isoperimetrische Problem, 
wenn höhere Ableitungen im Integranden vorkommen. 
Es sei z. ß. X = t und das Integral ■ 

^0 = j fo{x, y, y', y", y'") dx 
zum Extremum zu machen bei gegebenen Werthen der Integrale 

u,r=jf,(x,...y'")dx, u^ = lf^(x,...y-)dz. 
Dann hat man die Gleichungen 
MÖ =/o(3;, y, e, w, w% u\ =/, {x, y. ... w'), wi =/» {x, y ... w'), 

y' — :? = 0, ^' — IC = 0, 
und an den Grenzen sind die Werthe von y, z, w, k,, «a gegeben. 
Nach der altgemeinen Regel hat man zu bilden 

f dx [Xo (««; — Ä/o) + A, (Su\ — ä/i) + A, (5«i — 6/,) 
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— J da: (A'oöuo + A'.äm, + y^Su, + hSß + ^i-S/, + A,ö/, 
_|_ (i,Sz + vSw + li'Sy + v'Se); 
■ da nun «„, «i, «j in den Functionen / nicht vorkommen, so erhält 
man zunächst 

ii = Al = rs = 0; 
setzt man daher 

g = X,/. + i,/, + IJ-.. 
80 ist der Integrand des letzten Integrals 

integrirt man das erste Glied partiell, so bleibt unter dem 
Integralzeichen 

Jetzt sind aUe Klammern gleich Null zu setzen, woraus folgt 
v = -^-L± ^^^ a= ^9 , d dg d^ dg 
dy"~^dxd^''' '^ dy'~^dxdf dx^ dy"" 

.,, I 8g ^8g d dg d' dg d' ^g =o 
f^ "T" ay dy dx dy' ~^ dx" Sy" dx^ dy'" 
Man erhält also die Differentialgleichung der gesuchten Gurre, 
indem man mit constanten Pactoren i. ansetzt 

8\ik^,^XJ,-\-i.J^)dx = 0; 
die gesuchten Gurven sind mit den Extremalen dieses Integrals 
im Falle des absoluten Extremtims identisch. 

Zweites Beispiel. Das Princip der kleinsten Action in 
seiner weiteren, von Lagrange gegebenen Form sagt Folgendes 
aus. Die Coordinateu der Massen eines Systems seien als Func- 
tionen der Parameter y,e,... bestimmt, ohne die Zeit explicite zu 
enthalten; x sei die Zeit, 2" die lebendige Kraft, TSy -\- ZSs -] — 
die Arbeit der wirkenden Kräfte beim Uebergang von der Lage 
{y, z, ...) zu der benachbarten {y -|- 8y, g -f- Sz, ...). Vergleicht 
man dann die natürliche Bewegung des Systems im Gebiete der 
Variablen y, z, ... mit einer benachbarten, nur mathematisch 
construirten , welche dieselbe Anfangs- und Endlage wie jene 
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hat und so beschaffen ist, das8 beim Uebei'gang von der einen 
zur anderen Bewegung die Gleichung 

(39) ST= ¥Sy^ZSe-\ 

heateht, so ist das Zeitintegral der lebendigen Kraft bei der 
natürlichen Bewegung ein Minimum: 

ö J Tdx = 0. 
Die Grösse x kann hier nicht als unabhängige Variable genommen 
werden, da ihr Werth für die Endlage des Systems nicht vor- 
geBchrieben ist; man muss also alle Grössen a:, y, j, ... als Func- 
tionen eines Parameters t ansehen, der bei allen verglichenen 
Bewegungen dieselben Anfangs- und Endwerthe tu, ti hat. Dann 
ist die Anzahl der Unbekannten um zwei grösser als die der 
Parameter y, z, ...; die Anzahl der gegebenen Gleichungen ist 
zwei, da man neben der Relation (39) die Definitionsgleicbung 
der Action «, 

dM_ q,äx 
dt dV 

zu berücksichtigen hat; es ist daher 

r = 1, s = 0. 
Nach der allgemeinen Begel bat man die mit l multiplicirte 
Gleichung (39) nach t zu integriren, und zu der Gleichung 

ZU addiren: 

j{ST{x'-^X)-\- TSx' ~ }.{Y8y-\-ZSz-\----)] dt =i d; 

die übliche partielle Integration ergiebt mit Berücksichtigung 
der Gleichungen 

Sx r''=5y \° = iz V — •■■ = Hy V = 8z V r=.-- = 

ein Resultat von der Form 

und mao hat dann die Gleichungen 

i = , = S = ... = o 
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anzusetzen. Da nun bei den eingeführten Voraussetzungen T 

eine quadratische Form der Grössen ■^, -j-, ... ist, deren Coeffi- 
^ ax dx 

cienten dut von y, z, ... abhängen, etwa 

T = 
Bo hat man offenbar 

(40) r = ?isi^-', 

also 

ST __2r 

Man erhält daher als die der Grösse x entsprechende Gleichung (33) 

(41) T— (J + rr').y^|'' = 0, 2J +a;'|'' = 0. 
Ferner hat man die Differentialgleichung 

« = --3r-3(l<' + '^'8Fl = ''- 

oder 

T 

r — 2 (A -|- a; ) -; = cms%. ; 

aas der Gleichung (41) folgt daher allgemein 

(42) 2 A + a:' = 0. 

Sodann ergiebt die angedeutete partielle Integration 

, = -ir+(. + ^||:-^|(. + «.)||); 

da nun der Gleichung (40) zufolge, wenn 

dv 

33 = " 
gesetzt wird, die Gleichung 

, gr er 

gilt, so ergiebt sich mit Berücksichtigung der Gleichung (42) 
8T , 1 li /8r\l 



' "l"' T^ 8j T^2» lil Vap.. 
ay da; ap 



(j, , iii" li ari 
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Analoge Form haben die AuBdriicke t, ..., und mau erhält die 
Lagrange'achen Gleichungen 

Sind die Parameter y, z, ... nicht völlig frei verfügbar, son- 
dern Bedingungsgleichungen 

Tidy ^ ZiSs + ■.■ = 0, r,6y + 2,df + --- = 0, ... 
unterworfen, deren linke Seiten nicht nothwendig Variationen 
endlicher Ausdrücke zu sein brauchen, so braucht mau diese 
Gleichungen nur zu differenziren , um auf ein Problem der bis- 
her betrachteten Art zu kommen; man erhält 

r.öy' + ZiSz' H 1- YiSjf + ... = 0, 

Y^Sy' + ZaSs' -\ \- riÖj,-j-^,tf^-|-... = o, ... 

und dieses System ist dem vorigen äquivalent, da die Variationen 
dy, 8e, ... tür i ^ (o verschwinden. Man hat dann die obigen 
Werthe von ij, g, . . . nur um die Summanden 



dt ^"»-■ä ~dr 
= _ x; r, — Ai r, — 



^ + - 



.^2i_^^i-- + 



dt 

= — x[Zi — i.'iZt 

zu vermehren; die Gleichungen (43) werden daher 

Y,dT_i\Y_i^Y_ ^±/^T\ 
■*"•" 3y X ' i * '" dx\dp) 

U. 8. f. 

Als Anwendung betrachten wir eine Kngel vom Radius a, 
welche, ohne zu gleiten, auf der ^^-Ebene des Coordinaten- 
systems rollt, und diese im Punkte (y, z) berührt; 6, <p, ^ seien 
die Euler'schen Winkel, welche die Lage dreier in der Kugel 
festen, auf einander senkrechten Richtungen gegen das Coordi- 
natensystem bestimmen. Ist dann M die Masse der Kugel und 
in ihr Trägheitsmoment bezüglich eines Durchmessers, so ist 



2T=M 



my^'-''- 
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und es gelten bei einer Rollbewegung die geometriscb leicht er- 

siclitlicheD Bedingongsgleichungen 

dy := — asin^sinßSi) + acostpdd, 
Sz = acosqisinffSti! -\~ asinfpdd, 

deren Multiplicatoren X„ A, seien. Die Arbeit der wirkenden 

Kräfte sei 

Y8y + ZSz + ^Sip + 5^0* + 0S6; 

dann ergiebt die obige Begel, wenn man 
Xft = Al, Av=Ai 

setzt, die Bewegungsgleichungen 

Mp=Y^l., Mp = Z-\-v, 

/d»fl . „ da> d^\ , ^ 

»> 1 -r-v — smö 3-^ -5 — I = — ua cos cp — vasxnw -\- 0, 

Vda:» dx dx / '^ ^ f i • 

m T— (-T cosÖ -3^) = [lasinipsind — vacosq>sm8 + V, 

dx \dx dx J ' 

hierzu kommen die Gleichungen (44), in welchen mau das Zeichen 
6 durch d:dx ersetzen kann. 

Drittes Beispiel. Die Brachistochrone (§ 12) im wider- 
stehenden Mittel zu finden, wenn der Widerstand eine gegebene 
Function der Geschwindigkeit ist. 

Ks seien y, s die Coordinaten, v die Geschwindigkeit, 1 die 
Masse des Punktes, f{v) der absolut genommene Widerstand, 
— f{v) )/dy^ -|- de> also seine Arbeit; g sei die Gonstante der 
Schwere, die -|- a-Axe vertical abwärts gerichtet; dann giebt die 
Gleichung der Energie 



oder, wenn alle (jrössen Functionen des Parameters t sind, 
(45) ,„• _ gs' + /(„) l/f + /. = 0. 

Jetzt ist das Integral 

!]/dy' + de' 
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ZU einem Minimum zu machen. Die Anfangawerthe von u, i), 
y, e und die Endwerthe von y, e sind gegeben; schreibt man da- 
her die Definition von u in der Form 

SO bat man in der Bezeichnung des § 56 r = 1, s := 0, und 
kann, da u selbst nicht vorkommt, io = 1 setzen, also 



m 



(46) ^«"^ 



Die den Unbekannten y, z entsprechenden Gleichungen derExtre- 
malen sind 

dt dy'' ~^ dt de' "^ 
und geben integrirt sofort 

Hieraus folgt 

' y g \p ) 

wenn gesetzt wird 

Die Gleichung (33) ist für die Variable v zu bilden, da deren 
Endwerth nicht gegeben ist; man erhält, vfenn 1 der Endpunkt 
der gesuchten Curve ist, und v in ihm nicht verschwindet, 

Rechnet man p und Vi -\- $^ aus der ersten Gleichung (46) als 
Functionen von v aus und substituirt den erhaltenen Werth für 
Vi + P' i° ^6 der Gleichung (45) äquivalente 

so erhält man für dz und $ds oder dy einfache Ausdrücke von 
der Form 'if(v)äv, womit die Bestimmung der gesuchten Gurve 
auf Quadraturen zurückgeführt ist. 
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Viertes Beispiel. Es sei 
w=/(«,f), u = j F ix, y, x; tf') dt, v = JGix,y,af,y')dt, 
und werde das Extremum der Grösse w bei gegebenes Anf&ngs- 
und Endwerthen von x und y gesucht Schreibt man die De- 
finitiun Sgieichungen in der Form 

W ^ fuU' -{- fW, »• — F (X, y, x\ y') = 0, 
v' — G (x, y, x^, y') = 0, 
so erhält man eine Aufgabe der betrachteten Art; es ist r = 2, 
n = 4, s = 0. 

§ 59- 

Um hinreichende Bedingungen des Extremums aufstellen zu 
können, beschränken wir uns auf den Fall r ^ s, d. h. wir 
nehmen an, dass die Anfangs- und Endwerthe aller Grössen 
j/i, mit Ausnahme des Endwerthes von y^ gegeben sind, letzterer 
aber zu einem Extremum gemacht werden soll. FQr die Indices 
treffen wir jetzt folgende Feateetzung: 
Q=rO, 1, ...r, 
p, 6 = 0, 1, ...B, 

b — r+ 1, r + 2, ...M, 
c = 1, 2, ...n, 
80 dass Q, b, b ihre Bedeutung behalten; e, f, ... bleiben zur Ver- 
fügung, 

Es sei nun im Gebiet der Grössen y^ «ine (« — l)fache 
Schar von Extremalen durch die Gleichungen 
(47) y, = 6i(t,a,b,...h), 1„ = g. ((, a, ... A) 

definirt, deren rechte Seiten « — 1 willkürliche Gonstante 
a, b, ... h enthalten ; wenn t dem Intervall von ^oo bis t^ angehört, 
seien die Functionen Öe und ta an der Stelle (i, ao, bo, ... K), die 
Functionen qi^ an der Stelle 

y^ =• Ö*(t, Oo, -. Äo), y'i = f)'>,(t, ao, ... Äo) 
regulär. Dann ergiebt sich aus den Gleichungen ^^ ^ durch 
Differentiation nach a 



iS|?S'*.+2|f2['.... 



d(>..9,,y ] 
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oder nach den Gleichungen der Extremalen in der Form (36) 

und die Gleichung bleibt gültig, wenn man a durch b,c,...h 
ersetzt. Wenn die Mannigfaltigkeiten (47) das Werthsystem 

yS = db{tao, Oo, ... Ao) 
gemein haben, welches bei verschiedenen Werthen der Constanten 
verschiedenen Werthen von t^ entsprechen kann, so hat man 
(49) y? = e,(to,a,b,...h), 

also 

nebst analogen Gleichungen tür b, c, ... h. Die Identität (37) 
ergiebt daher 

also der Gleichung (48) zufolge, indem man nach t integrirt, 

(50) 2:^.||=s^.||=-=o- 

Hierbei ist nur implicite benutzt, dass sich aus mindestens einer 
der Gleichungen (49) die Grösse ^ als eine an der Stelle (aq, 
ioi -•■ Ao) reguläre Function von a, 6, . . .h darstellen lasse, 
dass also nicht alle Grössen öt (ioo, «o, *o, . ■ . Ao) verschwinden ; 
diese Voraussetzung werde festgehalten. 

Jetzt sei ty zwischen t^o und t^ gelegen; im Gebiet der 
Grössen y^ mögen die Werthsysteme 

Öf (foo, ao, ■ ■ .). Ö, ((„ «0, ■ . .). Öf (i„ Oo, . ■ .) 
als die Stellen 0, 1, 2 unterschieden werden; dieselben gehören 
der bestimmten Mannigfaltigkeit 

yc =: dt ((, «0, Öo. ■ - • Ao) 
ao, welche durch 6 bezeichnet werde. Eine andere, die Stellen 
1 und 2 verbindende Mannigfaltigkeit S sei durch die Gleichungen 

r,=/,w 

definirt, deren rechte Seiten die Eigenschaften der in § 17 durch 
9>(t) bezeichneten Functionen haben; z nehme an den Stellen 
1 uud 2 die Werthe tj und t» an und die Grössen /[' (t) mögen 
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nirgends zugleich verschwinden. Die Grössen Tu seien längs der 
Mannigfaltigkeit ß als Functionen y(t) durch die Oleichungen 

(51) >p«(Yt, Pb) = 0, Yt\'= Ob (*i, Oo, K ■■■ &«) 
definirt, in welchen allgemein 

P -ÜL 

^''~ dv 

gesetzt ist; die letzten Gleichungen (51) Bind für b = r+l, r + 2, 
... M schon in den vorher eingeführten Voraussetzungen ent- 
halten. Bestehen ferner die n Gleichungen 

80 ist S eine derjenigen Mannigfaltigkeiten, mit denen das den 
Gleichungen 

yt = ei {t,ao,h, ...Äo) 
genügende Stück 1 2 bei dem Extremumsproblem verglichen wird ; 
wenn die Differenz 

fiir alle Mannigfaltigkeiten 2, die von 6 nur wenig abweichen, 
ein festes Vorzeichen besitzt, so wird ein Extremum durch das 
Stück 12 geliefert Das Extremum soll stark heissen, wenn alle 
diejenigen Mannigfaltigkeiten Ü, zum Vergleich herangezogen 
werden, bei denen jedem Werthe von r zwischen r^ und r, ein 
dem Intervall von f, bis ts angehöriger Werth von t so zugeordnet 
werden kann, dass die Grössen 

I Ts - 0b ((, do, . - . h) i 
eine gewisse positive Constante s nicht übersteigen. Das Extre- 
mum werde dagegen als schwach bezeichnet, wenn man für 2 
die weitere Beschränkung einführt, dass für die einander zu- 
geordneten Werthe t, r auch die Ungleichungen 

(52) I S - *<'■"•■■■■ ''•) I <: , 

bestehen , und die beiden Grössen Pj,, öf, ((, a«, , , . ho) dasselbe 
Vorzeichen haben, sobald sie beide von Null verschieden sind. 

Jetzt werde die neue Voraussetzung eingeführt, dass die 
Functionaldeterminante 

d {t, a, . . . h) ^ ' ^ 
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fiir a =^ Uo, 6 ^ 6e, ... Ä =: Ä|, in dem Interrall von ti bis (^ von 
Null verschieden sei; dann bilden, wie wir sagen wollen, die 
Extremalen (47) ein Feld. Ist t" eine beliebige Stelle zwischen 
t, und ti und setzt man 

Vi ^ ob (P, «0, bo, ... ho), T}'b = S'b (i", «0, ha, ... K), 
so hat man die Gleichungen 

pt — Ic = [i — (0, a — öd, ... Ä — Aolj, 
und die Determinante der linearen Glieder rechts ist ^ (t", a„^ 
&n, ... Afl); man kann daher diese Gleichungen in der Form 
/F.o\ ' — '" = [!'< — V^],, a -ao = [yt- 1),],, 

*''^ ...h-h = [p.~f,,], 

auflösen. Dann giebt es eine positive Conatante to von der 
Beschaffenheit, dass die Reihen (53) für beliebige dem fest- 
gesetzten Intervall angehörige Werthe von t" convergiren, sobald 
allgemein 

I «/< — It |< «0- 

Giebt man daher der oben eingeführten Grösse £ den Werth t,, 
so kann man in den Gleichungen (53) allgemein yi durch Y^ 
ersetzen, und definirt dadurch t, a,b, ... h als Functionen von t, 
welche dieselben Stetigkeitseigenschaften wie die Functionen /, (r) 
haben. Für t r= tj und r = x^ gehen offenbar die definirten 
Werthe a, b, ... in a^, bo, ... über. Hiermit ist das Analogon 
der Weierstrass'schen Construction durchgeführt, da jedes 
der definirten Werthsysteme t, a,b, ... den Gleichungen 
(54) 7, = d,(t,a,b,...h) 

genügt, die Grössen a,b,...h also im Gebiet der Grössen y^ 
eine Extremale der Schar (47) definiren, welche eine die Mannig- 
faltigkeit S durchlaufende Stelle 3 enthält und für diese die 
Gleichungen 

»,= ?, 

ergiebt; y^ ii^d ¥o werden natürlich im Allgemeinen ver- 
schieden sein. 

Beschränkt man sich auf die beim schwachen Extremum 
in Betracht kommenden Mannigfaltigkeiten S, so dass die Un- . 
gleichungen (52) bei passender Zuordnung von r und t bestehen, 
so folgt aus der Stetigkeit der Functionen fd sofort, dass auch 
die Grössen 

I Pj, «b {t,a, ... h) I 



(55) 



|p, o;,"((, a, ...Ä)r 
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in welchen t, a, ... h die durch die Weierstrass'eche Con- 
struction definirten Werthe haben, unterhalb einer Grenze ver- 
hleiben, welche mit £ zugleich unendlich abnimmt. 



Sieht man auf Grund der Weierstrass'schen Construction 
t, a,b, ... als Functionen von r an, so ist offenbar 

^^' dr ~ da dz "* ^ dhdr^ dt dz' dz ~ dz "~^" 

und die Gleichungen (50) ergeben 

Andererseits folgt aus der Identität (37), wenn man die Sub- 
stitution von Yt für j/^ und P^ für yi, durch Ueberstreichen an- 
deutet, 

^ P.ßt = 0, 

wobei die Argumente A„ die oben detinirten Werthe gj be- 
halten. Die Gleichung (57) kann daher mit Berücksichtigung 
der letzten Gleichung (56) geschrieben werden 





^•i 


i-ä.p. + 2 ?.(«.-«.) 


= 




0,1er 


-''-^ 


^ = -^p,{ä,-a,)^- 


S P'^>: 


setzt 


man noch 








ß' = 


= ß (»., r„ 


...Y.,P„F„...F.)=a(ii., 


/i. ■ • • V. 


P., ...) 


und lässt den Factoren A auch hier ihre Werthe 


(47), 8C 


folgt 



r.)_ 



Die Ausdrücke ß* und fi, deren letzter übrigens nach (51) 
den Werth Null hat, sind nur in ihrem ersten Argument ver- 
schieden, die Grösse 

— si" _ si« — si _ . 
yo~ F. - ^ ^i^^^Yo - 
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bleibt also für yo = Yg endlich und iat demnach jedenfalls in 
dem Intervall von t, bis ej eine integrirbare Function von t. 
Schreibt man daher die Gleichung (58) in der Form 

(59) a, ^^^/^-^ - Oft. - r.) = « 

und nimmt an, daaa Sl^ in den betrachteten Werthsystemen y^ 
von Null verschieden sei, so kann man setzen 

das Integral bat die Eigenschaften der Function 91(7) des g 17, 
und die Gleichung (59) reducirt sich auf folgende 

di^il'g'''" 
- Yd und damit s für r =3 r, nach (51) verschwindet, 



I folgt 



ya — Yt, = e'> \ ^ e '> dz. 



Diese Differenz würde gleich Null sein, wenn S längs der 
ganzen Mannigfaltigkeit 2 überall verschwände. Der nächst- 
liegende Fall, in welchem S verschwindet, ist der, dass die 
Gleichungen 

Pi = my't — mff, {t, a, ... A) 
bestehen; wir sagen dann, S verschwinde in ordentlicher Weise. 
Geschähe dies längs der Mannigfaltigkeit S überall, so würden 
die Gleichungen (54) ergeben 

de, da , , de, dh , de, ßt \ ^ 

Hieraas aber würde, da z^ von Null verschieden ist, folgen 

da db dh 

dr dx dx ' 

l' und ^- müssten also zusammenfallen. Ist dies nicht der Fall 
und ein ausserordentliches Verschwinden der Grösse i§ aus- 
geschlossen, das Vorzeichen derselben aber constant, so gilt 
letzteres, da ß^ von Null verschieden ist, auch von Sü-a und 
I/o — fe, und diese Grössen haben ein gemeinsames festes Vor- 
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zeichen. Damit ist dasExtremum der Grösse yo nacbgewieseD; als 
hinreichende Bedingungen erhält man auch hier eine Jacobi'sche 
Bedingung, die Existenz eines Feldes, nnd die mittelst der 
ürösse S ausgedrückte Wei erst rasa 'sehe Vorzeicheobedingung. 
Um nun auch dasAnalogon derLegendre'schen Bedingung 
abzuleiten, setzen wir 



VP.' + i'? + -.. + p=-s. Vyi' + y;' + ■- + !'"* = «' 

S > 0, s > 0, 

(60) P, = SR,, y-, = S2b, ^Bl=^^zl = i; 

dann kann längs der Mannigfaltigkeit S die Grösse 

r = j Sdr 

als unabhängige Variable eingeführt werden, wobei Bt an Stelle 
von Pi tritt. Denkt man die vorhergehende Entwickelung mit 
der Variablen f durchgeführt, und bezeichnet diese durch i, so 
ist S ^ 1; setzt man ferner q^ l voraus, so dass die Grössen 
^b (Vi i/) ii "äfln Argumenten y' homogen von der Dimension 
Null sind, so erhält man 

(61) S=^£l {y, R) — ;2 ■'^^^^ (»■ ^) 
oder mit Berücksichtigung der Identität (37) 

.S = ß (y, B) - 2 (-Bb - ^0 ßf (y. ^)- 

Handelt es sich speciell um ein schwaches Extremum, so sind 
nach den über die Grössen (55) gemachten Bemerkungen die 
Differenzen R^ — z^ beliebig klein, sobald s hinreichend klein 
angenommen ist; man kann daher die Grösse Sl {y, E) nach 
Potenzen der Differenzen R — e entwickeln und erhält 

« = 5 1 (*^ - '.) («' - ^.) ^^Ir' + [^ - '1- 

Die Differenzen B — z sind erstens der aus den Identitäten (60) 
folgenden Gleichung 

(62) S «> ("• - «•) + [-B - 2], = 
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unterworfen, ferner den Oleicbungen, welche aus der Taylor'- 
sclien Entwickelung des Ausdrucks 

Va C^fl, Hl, ■■■ Vm R), ... -B«) — Va (j/ü. Vi, ■■■ V», ^<„ •■■ ^n) = 

folgen, d. h. den Gleichungen 

(63) -f 

+ [ro-yo,A,-^.,],. 
Denkt man sich hieraus und aus der Gleicbung (62) etwa y» — Tq 
und r + 1 der Grössen Ü — s als Potenzreihen der übrigen 
ausgedrückt, so erhält man für S eine Potenzreihe eben dieser 
Argumente, deren quadratische Glieder genau so gebildet sind, 
wie wenn in den Gleichungen (62), (63) keine quadratischen, in 
S keine cubischen Glieder vorbanden wären. Die Grösse S hat 
also ein festes Vorzeichen, wenn die quadratische Form 

bei den r -\- 2 Bedingungsgleichungen 

(64) ]2y6Mb = 0, ^'.of + 2 V«BMb = 

sich auf eine deflnite Form von n — r — 1 oder n — r der 
Argumente u reduciren lässt, je nachdem die Grössen tp^Q alle 
identisch verschwinden oder nicht 

In dieser ganzen Entwickelung beziehen sich die Grössen 
y, y' stets auf die bei der Weierstrass'schen Construction er- 
haltene Extremale 3 und den längs der Mannigfaltigkeit S 
laufenden Punkt 3; man hat also für y^ den Ausdruck flu ((, a, , . . Ä) 
zu nehmen. Da die Grössen 6 aber mit ihren Argumenten stetig 
veränderlich sind, so hat die quadratische Form Q die verlangten 
Eigenschaften in einer gewissen Umgebung der Mannigfaltigkeit 
€, wenn dies für die Elemente der letzteren selbst gilt; d. h. man 
kann in der obigen hinreichenden Bedingung für das feste Vor- 
zeichen des Ausdrucks S die Constanten a,b,...h durch Og, &„, 
. . , Äo ersetzen und die Grössen y, y' auf die zu untersuchende 
Extremale € selbst beziehen. 

Um diese Bedingung weiter zu vereinfachen, setzen wir 
yt=P,y'n, U.—p<Un = V,(t = 0, 1, ... n — 1), 
und berücksichtigen, dass im Falle q =^ 1 aus der Homogeneität 
der Grössen Sii{y, y") die Identitäten 
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folgen; dann ergiebt sich leicht 

Setzt man ferner, um <;f = 1 za machen, 

¥",. = yk/"" Cy-1 Vo, ... y«-i, Po. ... J»— i), g-° =/ü„ vj/n = w, 

80 gehen die letzten Gleichungen (64) in folgende aber: 

da ofiFenbar 

und von der ersten Gleichung (58) kann abgesehen werden. Der 
gewöhnliche Fall der Variationsrechnung ist nun, dass y« durch 
eine Quadratur definirt wird; man kann dann annehmen, y« 
kommen in keiner Function qo, vor, und y't allein in qoo, und 
zwar so, dass 

•^" = ~ £ +/(y". yi. ■■■ y—u Pi,-.-P.-&, 

schreibt man x für j/„, so hat man das Integral 

yo ^^F(x, y^, ... y„_,, j)i, ... jj„_i) dx 
zum Extremum zu machen hei den Bedingungen 

fi («, Vu ■■■ J/»-i, JJi, ■■■ i»»-.) = (i = 1, 2, ... r> 
Die erste Gleichung (66) kann weggelassen werden, da die Form 
Q nach (65) von Vt, frei ist; die übrigen werden 

und da i^ Dach § 58 constant ist, so hat man, wenn 

i, = !,!„ F = f+lJ,-\ hWr, fl = J.(a^F-j;) 

gesetzt wird, als Gleichungen der Extremalen 

8F d 8-F _ „ 

es, d« 8ft ~ ■ 

Die Formel (59) ergiebt nun 
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wenn daher auf einer gewissen Strecke der Extremale @ die 
Grösse ^ positiv ist, und die Form 

bei den Bedingungen (67) auf eine definite Form von « — 1 — r 
Argumenten reducirbar ist, so hat tS ein festes Vorzeichen. Da- 
bei ist das Vorzeichen von ^ß», da ß,, ^= — Ao, dem der Form 
Q" entgegengesetzt; je nachdem also letztere positiv oder negativ 
ist, wird die Bedingung des Minimums oder Maximums erfüllt. Da- 
mit haben wir das dem Legendre'schen analoge Kriterium 
des schwachen Extremums in der von Glebsch herrührenden 
Form abgeleitet. 

§ 61. 

Die in § 57 bewiesene Relation (38) zeigt, dass von den 
Differentialgleichungen der Extremale immer eine aus den übrigen 
folgt. Setzt man daher speciell 

so werden j/g, i/i, ... yn—u ^ als Functionen von x durch die 
n -\- r -{- \ Gleichungen 

(68) ^. = 0. |^-!^ = 0, (, = 0,1,....-1) 

bestimmt, und die letzte Gleichung der Extremalen ist eine Folge 
dieser. Das System 

d^ _ 8ß _ dO^ _ 

dx ' dy, dx 

enthält n -\- r -\- \ Gleichungen, welche im Allgemeinen nach 
den M -|- r -|- 1 Grössen y", ij aufgelöst werden können; sie 
ergeben also y« A^ als Functionen von x und 2 « + r -|- 1 ^^- 
kürlichen Oonstanten, etwa den Anfangswerthen von y,, y'„ X^. 
Von diesen bestimmen sich r -{- \ durch die übrigen mittelst 
der Gleichungen tps ^ 0, so dass 2n Constante übrig bleiben; 
da letztere Gleichungen von Xa frei sind, so kann man annehmen, 
dass die Anfangswerthe der Grössen Ao unter den übrig ge- 

17* 
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bliebeDen 2n Gonstanten Torkommen. Jetzt bleiben die Glei- 
chungen (34) erfüllt, wenn man in einem Löeangssystem die 
Functionen y, völlig ungeändert läsBt, die GrosBen ^,, aber mit 
einem constanten Factor multipUcirt; man kann daher, ohne die 
Allgemeinheit zu verringern, eine der 2n Constanten festlegen 
und dem gemäss setzen 
(69) y, = tt («, Ci. Cs. . ■ ■ Cs„_i). 

Bei dem gewöhnlichen Problem [der Variationsrechnung hat 
man 

y„ = — yi + / ^y„ ^) - y",, 

Sl b. es ist das bestimmte Integral 



=i/o 



.«. Viy 



■' da;' 



zum Extremum zu machen. Dann ist der Werth von yo fii'' 
X ^ Xo von vom herein Null, es vermindert sich also die Zahl 
der willkürlichen Constanten auf 2 (n — 1). 

Fasst man im allgemeinen Falle alle Extremalen (69) ins 
Auge, welche das Werthsystem 

X = «0, yo = y". '■■ y»-i — Vn-i 

gemein haben, so sind die Constanten c den Gleichungen 
(70) y? = t, (Xo, Cj, c„ ... c»„_i) 

unterworfen. Diese sind Identitäten, wenn man » Constant« c 
mit den Grössen y° identificirt; bezeichnet man die übrigen 
n — 1 durch a,b,,.,h, so ist leicht ersichtlich 

8 (yi, ya, ■•■ y— i) „ 8 (x, y.. ... y—i) 
d (a,b, ... A) d{x,a,...h) 

_ 8 (yo'.yj*. ... yS-1, yi, y», ■■• y—O _ ^ 
8 (Ci, Cjt, ... Ci„_i) 

Soweit letztere Determinante von Null verschieden ist, bilden 
die durch die Gleichungen (70) definirten Extremalen ein Feld. 
Es ist aber keineswegs bewiesen, dass diese Determinante 
nicht auch identisch verschwinden kann. Hinreichende Bedin- 
gungen dafür, dass dies nicht eintrete, geben wir in folgendem 
Beispiel. 
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Beispiel. Es sei das Extremuiu des Integrals 
w = j / (x, y, y', V, «') dx 
bei der Bedingungsgleichung 
(71) v' = g (x, y, y', v) 

und gegebenen Anfangs- und Endwerthen der Grossen x^ y, v 
zu finden; k sei der eine Multdplicator, der andere kann ^ 1 
gesetzt werden, so dass 

dann kann man, indem der Index sich stets auf die Anfangs- 
stelle X := Xa bezieht, die Grössen yo,Vo,y'oi Ao als Constante 
der Extremaleu ansehen und hat demnach 

, _ 8 (yo, vo, y, v) _ 8 (y. v) 
d(3fo,vo,yh,K) ^{y'o,h) 
Bestimmt man nun die Grösse (t durch die Gleichung 

(•■ + (•11 = 0. 

und setzt 



dxV'dy')' 



^ dy dx 

so folgt offenbar, indem man die Gleichung (71) nach i^ difl'e- 
renzirt und mit fi multiplicirt. 



(72) 



"^ / 3l)\ _ <i / dg iy\ ,\ ig dl 89« iy 



dx y^ öl/' 8J./ 



8s 1» "1 I ß 1» 



+ G. 



und diese Gleicboog bleibt gültig, wenn Aq durch y't ersetzt wird. 

Da ferner 

(73) y = yo-{-yoix — x^) + [« — a;«]», 

so ergiebt sich für x =^ Xo 

1^ = ^—0- 

3Ao dy'o 

integrirt mau daher die Gleichung (72) nach x, so folgt 

dv dg dy , r' dy , 
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und hieraus 

Substitoirt man in dieser Gleichung der Entwickelung (73) gemäss 

|i = I (* - «.)■ + [I - x,],„, H = «-«. + [I-I.]„ 

und setzt 

G = M(x — Xf)" + [a; — a;o]« + i> 
wobei L und M nicht verschwinden, so ist Z £ 2 und man erhält 

fiz/ = (a! — a-o + ■■•)/ {LMix — x^y + <» + ■■■] dx 

— [L(x ~ x^y -^ ■■■] ^ {M {x — x^y-^^ -\- ■■■} dx 

=^LM{x — xo)"*"*» r , , V , Vö") + [^-^o]i+»+a. 

V + "» + l »»+2/''- "JTT- 

Da nun die Differenz 

1 1 \ — l 



f + t» + 1 m + 2 (m + 2) (i + m + X) 
von Null verschieden ist, so kann ^d nur dann identisch ver- 
schwinden, wenn eine der Gleichungen 

lt = »- '^ = <> 

längs der betrachteten Extremale für alle Werthe von x besteht. 
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Achter Abschnitt 
Das Extremum von Doppelintegralen. 



Eine Oberfläche € Bei dadurch deÜDtrt, daes die recbt- 
winkeligen Coordinaten x, y, g Functionen zweier Pfwameter «, v 
gleichgesetzt werden; die Ableitungen nach letzteren Beien in der 
gewöhnlichen Weise durch Suffixe bezeichnet, 80 dass 

dx dx 

Wir betrachten dann solche über die Fläche © hin gebildete 
Doppelintegrale 

J = f J * (x, y, z, Xa, yu, ^m ^m y«i *«) diidv, 

6 , 

welche durch die Fläche @ allein bestimmt sind, nicht aber von 
der Bpeciellen Natur des Zusammenhanges zwischen x, y, z einer- 
seits und u, V andererseits abhängen; erhält man die Fläche S 
auch, indem man ar, y, e als Functionen der Parameter p, g dar- 
stellt, so sei 

J = JJ * {x, y, z, Xp, y^, «p, x^ y^, z^) dp dq, 

6 

wenn, wie die Bezeichnung andeutet, über das der Fläche @ ent- 
sprechende Gebiet in den Variabein p, q integrirt wird. Sieht 
man letztere als Functionen von u und v an, deren Func- 
tionaldeterminante positiv sei, so ergiebt die letzte Gleichung 

J = 11 * (X, y, z, arp, y^, Zp, x^ y^, z^) ^^-^ dudv; 

hieraus folgt, indem man die Fläche @ darch einen beliebig 
kleinen Theil ersetzt, die Identität 
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(j7, y, z, Xu, yu, Zu, x„ y„, s^) 

Weno die Function so beschatten ist, dass diese Relation für 
jede beliebige Fläche © besteht, können au8 ihr eine Reihe 
nützlicher Identitäten abgeleitet werden. 
Eb Bei speciell durch die Gleichungen 

deren rechte Seiten in einem gewissen Gebiet reguläre Func- 
tionen ihrer Argumente sind, ein Flächenstück @o definirt, dessen 
Elemente nur solche Werthsysteme 

X, y, e, «P, VV, %, iEg, J/g, 0j 

ergeben, in welchen die Function (5 regulär ist. Dasselbe Flächen- 
stück wird dann auch durch die Gleichungen 
a: = /(« + <•- v + «X y=3(« + e, r + ö),^=A(«H-e, f + ff) 
dargestellt, in welchen p, ö reguläre Functionen von «, v be- 
deuten, welche wir als klein ansehen wollen; sie seien etwa mit 
einem constanten Factor ■£ behaftet, der beliebig klein gemacht 
werden kann. Die Werthsysteme p, g und m, w, welche demselben 
Punkte von €o zugehören, sind dann durch die Gleichlingen 

verbunden, und die Functionaldetenninante 

ist positiv. Setzt man ferner 

% = qf^ (u, v) + ö/« («> «'). 

n = p^p(«, *') + ö?9 («. ^\ t = p'b'C«. ") + öA« (". «)i 

80 hat man die Taylor'schen Entwickelungen 

x=/(»,.) + i + [.]„ 

9 = j («, ») + 1 + [«].. « = *(»,«) + £ + [•].; 

aus diesen folgt unmittelbar, indem man nach u und v ditferen- 
zirt 

».-/.(«■■') = «. + [<].. 

». - 9, («, •) = .!.+ M„ 2. - », (», 0) = 5. + [.]., 

». — 9, («, «) = 1. + Ml, ». — *, (», ») = S. + [•].. 
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und die vorauBgesetzte Identiät (1) ergiebt 

» C/(p. «). -A (p, 9) ■•■) (1 + e. + ». + M.) 

(^) =»(/(„'+.,'. + ,), ... y(-+.^.. +») ....) 
= « (/ C», ») + 1 + w„ .../,(», .) + {. + [■]., ...). 

Der letzte dieser Ausdrücke kann geschrieben werden 

a> + «.£ + «,11 + 0,( + 9.J. + «,.,. + *..t. + «"..l. 

+ *,.1. + ®..S. + M.. 
wobei die Argumente der Functionszeichen 3* seien 
«=/(»■»). » = !)(«, »)■ « = *(«,»), 

Andererseits kann man entwickeln 

« C/(ft 3), ...Ato «).•■■) = * + f H + " I? + t'i. 

wobei rechts ebenfalls unter dem Zeichen «P die Argumente (3) 
einzusetzen sind. Lässt man daher in der Gleichung (2) die 
Gheder [6]j weg, so ergiebt sich 

+ ««.I. + *.,'). + *-.ev = * (e- + «.) ^ P U + « I? 

~ au "•" 8w ■ 

Die linke Seite dieser Gleichung transformiren wir mittelst der 
Identität 





*"u6" 




SU 


and der dieser analogen 


und setzen 




P = 


». 


8®. 
8» 




e = 


«V 


8» 




J! = 


*. 


8».. 

8u 


Dann erhalten 


wir 
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PI + <?ij + Bg = A (p0 ^ |0,^ ^ n0y^ _ g0,J 

Subatituiren wir für |, tj^ g ihre Wertbe, und beruckBichtigen, 
dasB das Argumentsystem (3) zu nebmen ist, dass ferner p, e, 
abgesehen von dem in ihnen enthaltenen Factor e, willkürliche 
Functionen sind, so können in der erhaltenen Gleichung die 
Factoren der Grössen p, ö, g», ö„, p„, «„ beiderseits gleich ge- 
setzt werden, und es ergeben sieb die Identitäten 
(4) Px„ + Qy« + ß^„ = 0, Par„ + G;/. + -B^. = 0. 

in welchen x, y, z als willkürliche Functionen Ton « und w an- 
zusehen sind. 

§ 63. 

Jetzt werde das Integral J gebildet, indem man über ein 
bestimmtes Fläcbenstück € integtirt, auf welchem x und y ein- 
deutige, stetige, mit ebensolchen ersten und zweiten Ableitungen 
versehene Functionen von u und v sind, und die Functional- 
determinanten 

^' d{u,vy d(u,vy ciu,v) 

nirgends zugleich verschwinden. Deutet man u und « als recht- 
winkelige Goordinaten in der Ebene, so mögen die Punkte des 
Flächenstückes © einem Gebiet U entsprechen, welches von einer 
in sieb zurücklaufenden, sich seihst nicht schneidenden Curve Si 
begrenzt wird. Diese begegne keiner der Geraden « = const., 
V = const. unendlich oft und bestehe aus einer endlichen Anzahl 
von Stücken, längs deren m und v stetige, mit stetigen ersten Ab- 
leitungen versehene Functionen eines Parameters t sind. Der 
Curve H entspreche die Begrenzuugslinie der Fläche ©, welche 
durch 6 bezeichnet werde. 

Es seien femer 8x, Sy, Sz Functionen von « und v, welche 
dieselben Stetigkeitseigenschaften wie x, y, s besitzen; dann ent- 
spricht dem Gebiet U ein auf © in eindeutig umkehrbarer Weise 
bezogenes Flächenatück &, welches vom Punkte (x -j- 8x, 
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y -{- 8y, s -\- Sa) durchlaufen wird. Irgend eine Grösse ro, deren 
Werth durch das Flächenstück <S bestimmt iBt, gehe, wenn dieses 
durch ©■> ersetzt wird, in oj -)- ^ro iiher; sieht man die Grossen 
öx, äy, Se und ihre ersten Ableitungen als klein an, d. h. ver* 
nachlässigt man in jeder nach diesen Grössen fortschreitenden 
Taylor'schenEntwickelung alleGlieder von zweiter und höherer 
Dimension, so gehe ^a in die Variation Sa über. Da nun 

offenbar x in x -\- 8x und Xa in — i — ^ übergeht, so hat 

man 

dx = i4x, OXu = Jx^ = -^ — , ox„ = Jx^ = -^ — 
0« cv 

und ähnliche Gleichungen gelten liir y und z. Das Flächenstück 
S" hat alle für € vorausgesetzten Eigenschaften; auch die auf 
die Grössen (6) bezügliche Annahme ist erfüllt, wenn die Grössen 
6Xy SXu, ... Ss„ dem absoluten Betrage nach klein genug sind. 
Die angegebene Vernachlässigung werde speciell in der 
Taylor'schen Entwickelung 

z/* = ^^öx + *„„Ö37„ + ^.Jx„ H h [Sx, Äa;„, 8x„ ...], 

durchgeführt, wobei, wie fortan oft geschehen soll, den x ent- 
haltenden Gliedern gleichgebildete weggelassen sind, in welchen 
X durch y und g ersetzt ist. Dann ergiebt die Definition des 
Zeichens ö 

ö* = ^^8x -\- 0,„Äa:„ + »P^Jx^ -\ 

Das Integral J erhält beim Uebergang von © zu S" den Zuwachs 

fj ^^dudv = Jf dudv (Ä0 + [Sx, öx^, ... 8s„\); 
e 6 

daraus folgt 



Diesen Ausdruck transformiren wir mittelst der Identität 

^x Sxu + öx — -^ = ^ " \ 
und der analogen; wir erhalten so 

SJ = U d«dv (PJi + ««!/ + BS,) + jld«dv (If +1^), 
wobei gesetzt ist 
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Der letzte SummaDd des Ausdrucks 8J kaon in ein ein- 
faches Integral umgewandelt werden. Wählt man nämlich anf 
der Curve fl, d. h. der Begrenzung des Gebiets U, die Richtung 
wachsender Parameter t so, dass sie zu der nach dem Inneren 
des Gebiets U gerichteten Normale so liegt, wie die -|-«-Axe zur 
-j-r-Axe, so bildet die Richtung wachsender t mit der -(-«-Axe 
denselben concaven Winkel, wie die bezeichnete Normale mit 
der Richtung -\-v. Nun ist du:ät positiv oder negativ, je nach- 
dem die Richtung wachsender ( mit der + M-Axe einen spitzen oder 
stumpfen Winkel bildet; bewegt man sich also auf einer Geraden 
u = eonst., welche in das Gebiet U ein- und wieder austritt, in 
der Richtung wachsender ti, so ist duidt positiv in den Eintritts-, 
negativ in den Austrittspunkten. Man bilde nun das Integral 

indem man zuerst längs eines Streifens von der Breite \da\y 
welcher von zwei Geraden « = const begrenzt wird, integrirt ; 
ist beim Fortgang in der Richtung -|- v ein Eintrittspunkt, 
\ der nächstfolgende Austrittspunkt, so liefert das zwischen beiden 
liegende Stück des Streifens für das Integral den Beitrag 

und man hat nach dem Obigen, wenn dt positiv ist, 
du ,,\' d«. 

das erhaltene Theilintegral kann daher geschrieben werden 
Die Summe aller dieser Theilintegrale ist 

e 

wenn die ganze Curve R dem Intervall von bis U entspricht. 
Diese Argumentation ist bei den vorausgesetzten Eigenschaften 
der Curve ff berechtigt nnd das Integral rechts hat einen bestimmten 
Sinn und Werth. 
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Vertauscht mäu die Axen v und u, so musB die Richtung 
wachsender t umgekehrt werden, damit ihre bisherige Beziehung 
zu den Axen erhalten bleibe; setzt man 
i' = — ( -|- (o, 
so erhält man zunächst 



j|M.... = -|pJ.,., 



und wenn man hier wieder t einfuhrt, 

6 t„ 

Versteht man daher in einfachen Integralen unter du, dv die 

mit positivem dt gebildeten Differentiale 

, du ,, , dv ,, 

au ^ -rv Ol, dv = -rr dt, 
dt dt 

80 kann man den erhaltenen Ausdruck fiir SJ in folgende Ge- 
stalt bringen: 
SJ = jj dudv (Pöx + Q6y + ESs) + ( (üdv — Vdu). 

Der Sinn, in welchem das einfache Integral zu bilden ist, 
bestimmt sich an der Fläche © in folgender Weise. Ein Punkt 
ihres Inneren sei 0, der entsprechende der uv-Ebene Uo, v«; den 
von ausgebenden Elementen 

dv = 0, dw >■ 0; du = 0, du > 0, 
welche (u) und (y) heissen mögen, entsprechen die Richtungen 
+ M, -f"^5' '0™'P"nl't* ("oi *'«) ^^B gezogen. Geht ein Linien- 
element durch den von («) und (v) gebildeten concaven Winkel 
hindurch aus ersterem in letzteres über, wodurch ein bestimmter 
positiver Drehungssinn definirt wird, so fallt das Element unter- 
wegs in keine der Linien u^^const., v^const,; die entsprechende 
Richtung in der wn-Ebene geht also aus der Lage -|-m durch den 
von dieser mit der Richtung -j-v gebildeten rechten Winkel in 
letztere über, dreht sich also in dem Sinne, in welchem eine 
Richtung, die zu AnfEing mit derjenigen wachsender t längs der 
Curve St übereinstimmt, gedreht werden muss, um in eine nach 
dem Inneren des Gebiets U weisende überzugehen. Letzterer 
entspricht auf der Fläche © eine nach ihrem Inneren von einem 
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Punkte der Bandlinie € ausgehende Bicbtnng; eine solche liegt 
daher zur Integrationericlitung wie {v) zu («), Die gegenseitige 
Orientirung der Richtungen («), (w) ist übrigens in allen Punkten 
der Fläche © dieselbe, da die Linien u = const., v ^ const. 
wegen der auf die Grössen (6) bezüglichen Voraussetzung nir- 
gends dieselbe Richtung haben. Von einer bestimmten Seite der 
Fläche S gesehen, liegt (v) zu («) wie Süd zu West; von dieser 
Seite gesehen erscheint die Integrationsrichtung übereinstimmend 
mit dem Umlauf von Westen über Süden nach Osten. 

Diejenige Normale, welche zu (m) und (v) so liegt, wie die 
Axe -]- e z\i -^ X und -(- j/, bezeichnen wir stets durch n, ihre 
Richtungscosinus durch X, Y, Z; sie behält ihre Richtung, wenn 
man für u und v neue Parameter einlührt, deren nach u und v 
gebildete Functionaldeterminante positiv ist 



Soll die Fläche @ im Vergleich zu allen benachbarten 
Flächen mit derselben Randlinie 6 ein Extremum des Integrals 
J liefern, so muss JJ ein festes Vorzeichen besitzen, sobald die 
Grössen Sx, Sy, 6s und ihre ersten Ableitungen dem absoluten 
Werthe nach unterhalb einer gewissen Grenze liegen. Um hier- 
aus Folgerungen zu ziehen, nehmen wir an, das Rechteck, in 
welchem 

(7) t*o £ « ä «i, «"o ^ w ^ Uj, 

gehöre ganz dem Inneren von U an; und es sei für dieses Rechteck 
8x = bT, T={u^u,y{Ui — uy(vi — vy(_v — Vo)\Sy = S2 = 0, 
ausserhalb desselben aber , 

Sx = Sy = Sz = 0. 
Dann sind die Grossen 8x, Sy, Sz nebst ihren ersten und zweiten 
Ableitungen in der ganzen Fläche @ stetig und verschwinden 
längs der Curve 6; die Fläche ©" hat daher alle für © voraus- 
gesetzten Eigenschaften, und muss bei binreicheud kleinen Wertben 
der Constanten e das Vorzeichen der Grosse ^J constant machen. 
Dies erfordert, da 

JJ^dJ + [£]„ 
und SJ das einzige in s lineare Glied ist, nach § 7 
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wobei Über das Gebiet (7) zu iategriren ist. Da letzteres be- 
liebig klein und an beliebiger Stelle abgegrenzt werden kann, 
T aber in seinem Inneren positiv ist, so folgt für die ganze 
Fläche © 

P = 0, O. _ -—^ - -—f- = 0. 
Ebenso ergiebt sich 

g = 0, 0y ^ — ^ = 0, 

8*. e*. 



und die Identitäten (4) zeigen, daas immer eine dieser Gleichungen 
eine Folge der beiden übrigen ist. Eine diesen drei Gleichungen 
genügende Fläche heisae eine Extremale des Integrals J. 

In ähnlicher Weise kann man auch nothwendige Bedingungen 
für ein gewisses relatives Extremum des Integrals J ableiten. 
Die für dieses und seinen Integranden eingeführten Voraus- 
setzungen mögen auch für das Integral 

K= \{w (x, y, e, x„ y^, ^m ^v-, Vv, i^v) ^v, dv 

6 

gelten; die Grössen P, Q, B, mögen, wenn man <I> durch W er- 
setzt, in P, Q, R übergehen. Dann variiren wir ausser dem Ge- 
biet (7) auch das durch die Ungleichungen 

(8) «j ^ « ^ "a. "» ^ c S "3 

definirte, welches von jenem getrennt liege, aber ebenfalls noch 

im Inneren von U, und setzen 

y, = (« - u,Y (% - «)' (« - v,y (v, - vY; 

für das Gebiet (7) sei, indem wir unter «, «,>, ... Gonstante ver- 
stehen, 

Sx = a,T, äy = ßT, 8z = yT, 

für das Gebiet (8) dagegen 

Sx = aüT^, Sy=^ßaT^, 8ir = yo2'o; 
ausserhalb beider sei überall 

Sx ^= Sy ^ Sz = 0. 
Dann haben die Variationen in der ganzen Fläche @ dieselben 
Stetigkeitseigenschaften wie oben, und verschwinden auf der 
Randlinie 6; setzt man 
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p = ^j TPdudv, p = Ij TPdudv, 

und deünirt in ähnlicher Weise die Grössen q,q, ... r, f, ... in- 
dem man P durch Q und R ersetzt, so hat man 

SJ = f( (PSx + QSy + RSg) dudv 

= ap -\- ßq ^ yr -]r «opo + ß<.qo + YoU, 
SE = ap -Ir ßq -\- yr -\- tCop^ + ß^qo + Yofoi 
femer ist 

^J= ÄJ+ [«, ß, ... yo]„ ^K = 8K+[a, ß, ... ni- 
Soll daher bei der Voraussetzung 

die Grösse -^/J ein festes Vorzeichen haben, so ergiebt der Satz 
des § 7 anmittelbar, dass jede Determinante, welche aus zwei 
Verticalen des Schemas 
(9j P. Q, r, Po, go. n, 

P> äi n ^0, 3b, fo, 
gebildet ist, verschwindet. Da nun die Gebiete (7) und (8), in- 
dem man die Stellen («,, v^) und 2 (tt^, v^) festhält, unendlich 
verkleinert werden können, so lehrt die in § 32 benutzte Be- 
trachtung gewisser Mittelwerthe, dass für die Determinanten des 
Schemas 

Pf, Q\',Bi;Pi', Q\;s\' 

F\', c|o, ii|., pp, e|., ji|. 

dieselben Gleichungen gelten wie für die des Schemas (9). Hier- 
aus folgt, wenn man als veränderlich und 2 als fest ansieht, 
dass bei angemessener Wahl der Constanten fi, ft längs der 
ganzen Fläche S die Differentialgleichungen 

(iP ^ ]iP = [iQ -^ JiQ = liB -{^ iiM = 
bestehen. Eine Fläche, die diesen Gleichungen bei einem be- 
liebigen System von Null verschiedener Werthe ii,(i genügt, beisse 
eine Extremale für das vorgelegte Problem des relativen Ex- 
tremums. Sieht man von den Fällen ab, in welchen @ für eins 
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der Integrale «7, E Extremale im Sinne des absoluten Extre- 
mums ist, so bat man als nothwendige Bedingungen des relativen 
ExtremumB die Differentialgleichungen 

in welchen A eine endliche, nicht verschwindende Constante be- 
deutet 

Aufgabe XIV. Die Fläche kleinsten Inhalts bei gegebener 
Begrenzung zu finden. 

Setzen wir mit Gauss 

E = xt -{- yl -\- zl, F— XuXv + i/„y„ + e„z„ 
G = a^; + j/3 + x*, 
so ist das Flächen integral 

J= Jl^EG - F^dudv; 

wir haben algo 

<!> = V£G — F* 

= V(y»2.. — lu^vY + (nux, — XuZvY 4- {Xuyv—yux,y 
zu setzen; da J von der Wahl der Variablen u, v unabhängig 
ist, gelten die in § 62 abgeleiteten Identitäten, Die mit posi- 
tiver Quadratwurzel gebildeten Grössen 

j _ y^ iy — Vv^u y _ g »a^, — ea„ ^ __ x„y, — x„y„ 
fEG- — F^' ^EG — F»' V^G — i-a 

sind die Richtungscosinus der in § 63 definirten Normale n. 
Man findet femer 

die Gleichungen der Extremalen sind daher 

_ P = ß(yvZ-z,Y) _ 8 (y.Z - £. Y) ^ ^ 

CM dV ' ■" 

oder ausgerechnet: 

y^Z^ —g,Y^~ (3/„Z. — Za r„) = 0, 
ü,X„ — x^Z„ — (z„X„ — x„Z,) = 0, 
a^ r„ — y„X„ - (a:«r„ - y«X,) ^ 0. 

Multiplicirt man mit X, Y, Z und addirt, so folgt 
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X 


r 


z 


«H 


9. 


2« 


X. 


r. 


z. 



Äohter ÄbBchnitt. 



(11) a;„ y„ «„ — a;„ y„ «„ = — PX— ^F— BZ=0. 

X« r„ 2u 

In der ersten Determinante setze man für X, Y*, Z ihre oben 

angegebenen Werthe, und laase den Factor (EG — F*)~ä weg; 

dann erhält man 

j y« ^u I I y. B^ \ \B^x^\\e^ x^ [ , I a;» y« I j a:. y^ 1 

1 y„ ^, 1 1 n Z„ 1 "*" I ^„ a: J I 2„ X„ [ ^ I a:. y. I I X„ r„ I 

_|F 3;„X„ + »„n + ««2« I 

~|g a;„X„ + !/„ r„ + Ä„Zu I 

Nun werde weiter gesetzt 
D = Xa:„„ + r)/„„ + Zä„„ =^ _ a;„ X„ — 3/„ r„ — e>.Z^, 
jy = — X,a;„ — r,y„ — Z^Su = — x^X^ — y„Y„— z„Z^, 
D" = Xx,, + ry„ + Ze„„ = — x„X„—y^T„ — b„ 2,, 

wobei die Gleichheit des zweiten und dritten Aggregats jeder Beihe 

aus den Identitäten 

a:„ X 4- y„ r + «„2 = a^,X + j/„ r -I- b^Z = 

folgt, indem man nach u und v differenzirt; operirt man sodann 

an der eweiten Determinante in der Gleichung (11) ebenso wie 

an der ersten, so ergiebt sich 

Sind nun q, q' die Haaptkrümmungsradien , positiv oder negativ 
genommen, je nachdem die Richtung » nach der concaven oder 
convexen Seite des zugehörigen Hauptscbnittes weist, so ist 
noi 1 _L. 1 _ 2Fiy-Fiy-GD . 

die Extremalen unseres Problems, die Minimaläächen, haben also 
die mittlere Krümmung Null. 

Aufgabe XV. Die Gleichgewichtafigur einer schweren 
Klüssigkeit unter der Wirkung der Capillarkräfte zu finden. 

Die FlüsBigkeit sei theils von einer festen Wand, theils von 
einer freien Oberfläche © begrenzt, welche in der Curve 6 an 
die Wand grenzt. Es sei d% ein Kaumelement der Flüssigkeit, 
n die innere Normale ihrer freien Oberfläche, ds ein Element 
der letzteren; alle auf die Wand bezüglichen Grössen seien von 
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den entsprechenden auf die freie Oberfläche bezüglichen nnr durch 
den Index anterechieden. Die Dichtigkeit der Flüssigkeit sei 1, 
die Schwere habe die Richtung -f- b\ dann ist nach Gauss die 
potentielle Energie aller wirkenden Kräfte 

wobei a, 6, c Constante bedeuten, und jedes Integral über das 
ganze Gebiet erstreckt ist, dessen Element in dem Integranden 
vorkommt. Es ist also J zum Extremum zu machen bei gegebenem 
Werth des Volumens 

Nun £ndet man mittelst der in § 63 angewandten partiellen 
Integration 

edx = — l -^ cosinx) ds — l —^ cos(n'>e)ds<', 

I dr = — l xcris(nx)ds — I s^ cos{n''x)ds*>, 

nnd fär K findet sich, wenn man die analogen Ausdrücke mit 

y und g bildet 

^K = z\dz = — J \_xcos{nx) -j- ycos{ny) -\- zcos{nii)'\ ds 

— f \x'>cos{n''x) -\~ y'^eos{n''y) -f- B^cos^nz^lds^. 

Führt man ferner auf der Wand und der freien Oberfläche solche 
Goordinaten «", »* und u, v ein, dass die in § 63 definirte Nor- 
male » überall nach dem Inneren der Flüssigkeit hineingeht, so 
hat man bei positiven Quadratwurzeln 

cos(nx) = X= {EG — f »)"* {j/„^„ — i/,^„), 
cos(nOx) = X» = (E'<G'> — F«F^)~^ (yU? — yUu), 
und analoge Gleichungen; somit ergiebt sich 

J=a{{dudviEG — F^ — c{(^(x„y^ — x^y») dudv 

© 6" 

-f 6ffd«»dt)''V£oü'» — -Fo^»— c ff 






'{duf'dv^ 



{xiyl—xtyt^du''dv\ 
1 a;" (/" 



x'i 3/S i 
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Variirt man die freie Oberfläche so, dass die TrennungS' 
linie S fest bleibt, so sind in dem Ausdruck J der dritte und 
vierte, in dem Ausdruck S. der zweite Summand constant, können 
also unbeachtet bleiben. Bilden wir nun denAusdrackl'X-l- $r 
-[-ÄZ'fiir das Integra,! c/, so geben nach den bei der AufgabeXlV 
durchgeführten Rechnungen die mit a multiplicirten Grlieder den 



_ ED" — 2FD- + GD _ 
\EG —F' 
die Berechnung der mit c multiplicirten Glieder ist leicht und 
man erhält auf Grund der Formel (12) 

px+«r + BZ = -V£G-f[«(i + i) + "]- 

Analog ergiebt sich fiir das Integral K 

PX-\-'qY-\- ÜZ=—-\lEG — F^ 
und die Gleichung der Extremalen ist 

. (P-\^XP)X-{- iQ +"yA) Y -^ (R -\- IB) Z = 0, 

Setzt man die Gonstante der Schwerkraft gleich Null, so 
Terschwindet c, und man erhält die Gleichung 

als Lösung der Aufgabe, bei gegebenem Volumen kleinste Ober- 
fläche zu erzielen; die gesuchten Flächen haben dann constante 
mittlere Krümmung. 



Ist die Randlinie @ nicht gegeben, sondern nur durch ge- 
wisse Bedingungen beschränkt, und werden diese durch eine 
Fläche © erfüllt, welche das geforderte Extremum liefert, so 
bleiben die Bedingungen erfüllt, wenn man € so variirt, dass 
die Randlinie ungeändert bleibt, z. B. so, wie es in § 64 ge- 
schehen ist; es ergiebt sich also auch in diesem Falle zunäclhst, 
dass die gesuchte Fläche <S eine Extremale sein muss. Dies vor- 
ausgesetzt, hat man jetzt nach § 63 im Falle des absoluten 
Extremums die Formel 



\ 
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AJ= \ {üdv — Vdu) + (J dudv [Sx, Sxu, ... ««„],; 

Q 6 

wird ein relatives Extremam gesucht, und haben U, V dieselbe 
Bedeutang für das Integral K wie O, V für J, so ist 

^ (/+ AZ) = j j(C7 + AÜ) dt; — (F -f- i T) d« } 

(13) , * 

+ ^^dudv[Sx, dx„,...de^]3, 
e 
und dieser Ausdruck geht in ^J über, wenn ^K verschwindet. 
Soll nun ein Extremum vorliegen, so muss die Grosse ^J bei 
allen mit den vorgeschriebenen Bedingungen vertraglichen Varia- 
tionen ein festes Vorzeichen haben. Aus dieser Forderung er- 
geben sich auf Grund des § 7 neue nothwendige Bedingungen 
des Extremums, wenn nur die Beschränkungen der Randlinte @ 
unter der Annahme 

für die Constanten e Relationen von der Form 

[6], = 

nach sich ziehen. 

Die wichtigsten Fälle sind diejenigen, in denen die Curve @ 
an eine feste Oberfläche gebunden ist, oder ein längs dieser Curve 
gebildetes Integral einen vorgeschriebenen Werth hat Im ersteren 
Falle hätte man eine Gleichung von der Form 

(14) pSx + q8y + rS0 + [8x, Stf, ß«]a = 0; 

man könnte dieselbe mit einem unbestimmten Factor l multi- 
pliciren (§ 13) und integriren; dann wurde sieb ergeben 

^J—j [üdv ~ Vdu + ; (pSx + qSy + rSs) dt] 
s 
+ J [öx, Sy, Se]^ dt + Jj dudv [Sx, Öy, ...],. 

S 6 

Da nun P, F in den Variationen Sx, Sy, Sz linear sind, so 
kann man den willkürlichen Factor l so bestimmen, dass unter 
dem ersten Integralzeichen diejenige Variation wegfällt, welche 
der Gleichung (14) zufolge durch die beiden anderen ausgedrückt 
werden kann, etwa Sz; dann müssen auch die Factoren der 
Variationen Sx und Sy verschwinden, wenn diese keinen weiteren 
Beschränkungen unterliegen. Setzt man nämlich 
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Sx = *g, Äy = El), 
and bezeichnet durch |, ij willkürliche Functionen von t, so 
liefern das zweite und dritte Integral in dem .Ausdruck zf«/ nur 
Ausdrücke [t]j, und damit ^J ein festes Vorzeichen habe, muBS 
das in £ lineare Glied verschwinden. Man kann also einfach die 
Gleichung 
(15) = J [Udv — Vdu + l {pSx + qöy -\- rSz) dt] 

n 
ansetzen, und sie behandeln wie die Gleichung ÖJ^Q beim 
absoluten Extremum des einfachen Integrals. 
Soll ferner ein Integral 

i 
längs der Curve 6 einen vorgeschriebenen Werth annehmen, so 
ergiebt die Argumentation des § 32 ohne jede Modiäcation, dass 
eine Constante ft existirt, für welche bei willkürlichen Varia- 
tionen Sx,... die Gleichung 

f {Udv - Vdu + iid Wdt) = 
besteht. 

Beispiel. Die Fourier'schen Gleichungen der Wärme- 
leitung als Lösungen einer isoperimetrischen Aufgabe. 

Es sei ds das Element eines gegebenen ebenen Fläcben- 
stücks 9)1, dt ein Bogenelement seines Ümfangs 8, n die innere 
Normale desselben. Das Integral 



-Hm Hm 



soll zu einem Minimum gemacht werden bei vorgeschriebenen 
Werthen von 

E^^pds, L=f/Mt. 

w t 

Will man die bisherige Anschauung festhalten, so ist / als dritte 

rechtwinklige Raumcoordinate anzusehen; fS. ist eine Raumcurve, 

deren Projection auf die a;^-Ebene 8 ist. Offenbar ist 

"+'«=^|^'[(M)"+(|)"+v] 
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wenn daher zunächst @ festgehalten wird, ergiebt sich 

8'/ , 8'/_,f 
Sii + 8^. - V 

Ist diese Gleichung erfüllt, und wird 6 variirt, so hat man 

^(J + IX) = - 2 j<i(|/ ä/+j [ä/, «/„ «/,]. <Js- 

NuD ist 

«Z, = 2j/Ö/d(, 

8 

also ergiebt sich als letzte nothwendige Bedingung des Extre- 

|««/(|^ + c/) = o, |^ + ./=o. 

Aufgabe XIV. Man findet aus den in § 64 gegebenen 
Formeln unmittelbar 

Udv—Vdu = Sx {(y,Z—s,7) dv + (y^Z — e^l) du] -\ 

8x dy 6s 
= dx dy dz • 
X Y Z 
Soll also 6 einer gegebenen Fläche angehören, welche die Re- 
lation 

pix -\- q8y + rSs + [Sx, dy, Äü], = 
ergiebt, so hat man iq der Gleichung (15) die Coefficienten der 
Variationen gleich Null zu setzen: 

Zdy — Yd0 + lp = 0, Xde — Zdx -\-lq = 0, 
Ydx — Xdy + ;»■ = 0. 
Hiexaus folgt, da l offenbar nicht verschwinden kann, 

pX-{'qY-{-rZ=0, 
d. h. die gegebene Fläche steht auf der gesuchten MinimalHäche 
senkrecht. 

Aufgabe XV (§ 64). Variirt man 6, so sind auch die 
letzten Summanden der Ausdrücke J und K veränderlich. 
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Man erhält zimäclist 

3{Üdv— Vdu) = Sxijsdy — yde) -\- «»»(«»dy»— fde'') ~\ ; 

nun ist längs der Curve 6 

(16) x = 3f>, Sx^Sx", y = y\...\ 

die Intßgrationsrichtung, in welcher man das in der Differenz 
JK auftretende einfache Integral zu nehmen hat, iBt aber bei 
der Wand und der freien Oberfläche entgegengesetzt, da de 
jedesmal um die Richtung n im positiven Sinne herumlaufen 
muss. Man hat daher 

(17) dx=: — dx», dy ^ — dyS de -^ — d«" 

zu setzen, so dass der obige Ausdruck verschwindet. Aehnliches 
gilt von den Theilen des Ausdrucks JJdv — Vdu, welche von 
dem zweiten und vierten Summanden der Grösse J herrühren; 
dieselben sind 

^' (- Sxdy + Sydx) + ^ (- Ä*»dj,o + Sy'dx"), 

geben also nach (16), (17) die Summe Null. Demnach bleibt im 

Ausdruck (13) unter dem einfachen Integralzeichen nur das übrig, 

was von den mit a und h multiplicirten Gliedern herrührt: 

8x \a (i/,Z — 0,T) dv — a (if. Y — y„Z) du 

+ 6 {yiZ" — 4 7") dv'> — b (4 ¥<> — ylZ") dv."] -j 



8x Sy Sa 




Sx 


Sy 


Se 


dx dy de 


+ « 


— dx 


-dy 


-dt 


X T Z 




X' 


Y" 


Z' 



Jetzt sei di ein Bogenelement der Gurve @, v und v" diejenigen 
ihrer Normalen, welche die Wand und die freie Oberfläche be- 
rühren; dann hat man 



di 



und I 



' di di 

1 kann sagen, das Integral 

\di \a \px<xisiyx) -j- byco&{yy) -\- SzcosiyB^ 

— b [Sxco$(y'>x) + SyeosivOy) -\- Szcos(V£i)]) 
muss verschwinden, sobald 

X''Sx -\- Y^Sy -j- ZoSz = 0. 
Hieraus folgt bei passender Wahl von l 



di' 
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acos{vx) — beosivx) = IX\ 
acos(vy) — bcos^p^y) = IX", 
a cos {V2) — beos (v"^) = IZ". 
Nnn ist die Bichtung v" zur festen Wand tangential, aUo 

Xocosivox) + ycosiVy) + Zocos(v^e) = 0; 
die Torigen Gleichungen geben daher 

acos(vv») — J = 0, 
d. h. der Neigangswinkel der freien Oberfläche gegen die Wand 
ist constant 



Es sei 

e** = Cbfl (Q, b = 1, 2, 3) 
irgend ein symmetrisches Grössensystem ; bestehen dann die 
Gleichungen ' 

ns^ c.ia + e.ift + cc =0, 

'^'°-' e,,„ _f_ e^iß + c.,y = 0, (p = 1, 2, 3) 

setzt man 

by — c/3 = f, c« — ay ^ ij, aß — 6a = g, 
and ist mindestens eine dieser Grössen von Null Terschiedei), 
so folgt 

Cfli : Cds : Cds = I : 1) : £, 
oder auch 

■Sil : e,a : e,g = |a ; |^ ; jg^ e^^ ; ^^^ : Ca = ll : ^' : »?£, 

es giebt daher eine solche endliche Grösse m, daas die folgen- 
den Gleichungen bestehen: 

e,j — fflijg, cgj, = mg». 
Von dieser allgemeinen Bemerkung machen wir Gebrauch 
bei den Gleichungen, welche aus den Gleichungen (5) des § 62 
durch DifFerentiation nach »„, y„, ... e, folgen. Wir setzen zur 
Abkürzung 

ai. = o, (/„ = 6, ^„ = c, a:„ = a, 3/„ = ß, b„ = y, 
dann haben £, ij, g zufolge der in § 63 betreSs der Grössen (6) 
eingeführten Voraussetzung nicht alle den Werth Null, Differen- 
ziren wir die Gleichungen (5) nach a und oc, so erhalten wir die 
acht Gleichungen 
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= aOao -f jJOfca + y^ca, 

= a0„o + j3*fc„ + y*,o + *„ 

= a<Sao+ 6*^a + Ci^yt + *=> 

Diesen reihen eich sechzehn andere an, welche entstehen, wenn 
man die zweiten Suffixe a und « gleichzeitig durch b und ß 
oder durch c und y ersetzt und dieselben Substitutionen in den 
Torkommeuden ersten Ableitungen macht. Letztere sind leicht 
zu eliminiren ; man erhält offenbar die Gleichungen 

a (*„„ + *„,) + b (*6„ + <&^„) + c («»,<. + <5y„) = 0, 

ans denen wieder Tier ähnliche durch die oben angegebenen 
Substitutionen entstehen. Die so erhaltenen sechs Gleichungen 
bilden ein System von der Form (18), wenn man den Grössen 
«nft folgende Wertbe giebt: 

es folgt daher nach der obigen allgemeinen Bemerkung, wenn 

wir die Werthe 

g= X-^EQ — F',... 
einfuhren, dass eine gewisse Grösse ^n folgenden Gleichungen 
genügt: 

*«>■ + *». = 2a>ijZX, «ft^ 4- 0.^ = 20,sZ r, ff.^ = 0,,2» 
Die von ersten Ableitungen der Function lP freien der Glei- 
chungen (19) und der aus ihnen abgeleiteten, zwölf an der 
Zahl, zerfallen ebenso in zwei Systeme von der Form (16), in 
welchen die Grössen e^i durch eines der folgenden beiden 
Gros Ben Systeme ersetzt sind: 

*aa, *fli, ^ac^ ^aa, *a^, ^ayt 

*b„, 0b6, *6c, *^«, ^ßfi, ^firi 

^ca, ^cb, *cci *!■«, ^yfli ^fy'. 
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es giebt daher solche Grössen 0|„ 0j„ dass folgende Gleichungen 
bestehen : 

Aus einigen von diesen und den obigen analogen Gleichungen 
kann offenbar mit Rücksicht auf die Identität 

x»-|- ya-f zä = 1 

geschlossen werden 

(9m *i> "= ^'•' + *'" + *"• ^»» = *"" + ^'''-' + ^'''" 

Beispiel. Setzt man, wie in der Aufgabe XIV, 
*=V£(? — F", 
60 erhält man aus den Gleichungen (10) anmittelbar 

8a;«8a;„ "" ' (P ' 

^ = * _ y" + ^g _ iy^z-<^^iy 

In jedem dieser Ausdrücke verschiebe man gleichzeitig dieBuch- 
Stäben x, y, z und X, Y, Z cykliscb; dann erhält man <bb\„ 0« c, 
0»is, 0B„ *,»(), *&^j und die Gleichungen (20) ergeben 

V£G — F^ \EG — F» yfEG^^F^ 

Die Grössen ^n, Oiai*») bangen offenbar von der Wahl 
des Väriablensystems «, v ab, haben aber gewisse von diesem 
unabhängige Eigenschaften. Wenn insbesondere die Form 

i> = 0,,Äa -)- 2*,,Äit + (PjjÄ;!' 
definit ist, so gilt, wie wir zeigen wollen, dasselbe von der ent- 
sprechend gebildeten Form ii", zu welcher man von einem 
anderen System unabhängiger Variablen r, s gelaugt. Die Form 
t ist nämlich, wenn z. B. X nicht verschwindet, dann und nnr 
dann deffnit, wenn dies von der Form 

e = 0„„A' + 20„„Äft + ^aofti» = X*(fc 

gilt; setzt man nun 
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»«, + «.„ J 



sowie zwei ähnliche Gleichungen, die aber a nnd a. nicht ent- 
halten, und es gilt zufolge der für die Function <P eingeführten 
Voraussetzung (1) die Identität 

*(a;, (/, «, a, *, c, «, /J, y) = * (a;, y, z, % t», n, A, ^, r) y^^ 

oder kürzer geschrieben 

* = 0* . p. 
Hieraas folgt, da <po die Grössen a und «'nur in den Argu- 
menten I, A enthält: 

^■' = ("^^ Ih + ** 1^) ^ ^ p f*^"' + '^*"'*' 

*o„ = ß (*^Pi«^f^ + <P?Jt («r«. + «fVr) + *Ji »#«,), 
*=« = e («?. f? + 2 mi Vr V. + «»h«?). 

Die Form Ö ist also mit der Form 

9 (3>?iÄ3+ 2*»Äofco + *3i&?) = ßÖ» 
identisch, wenn man setzt 

ha = Urh -\- V,h, ha = M,Ä --|- V,k, 

und die Formen Ö und Ö* sind stets zugleich definit. Von letz- 
terer unterscheidet sich aber die Form iji» nur um einen posi- 
tiven Factor, womit die ausgesprochene Behauptung erwiesen ist. 
Die Vorzeichen von ^ und i(i° sind identisch oder verschieden, 
je nachdem die Functionaldeterminante p positiv oder negativ ist 



§ 67. 

Wie schon in §28 benutzt wurde, entsteht in der Taylor'- 
schen Entwickelung einer Function / (a; + A, y -\- h, ...) die 
doppelte Summe der in h,k, ... quadratischen Glieder aus den 
linearen, indem man die Operation 
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anwendet und h, Je, ... ihr gegenüber als constant betrachtet. 
Die entsprechende Operation bei der Taylor'schen Entwicke- 
lung der Grösse 

(21) ^(x-\-öa:, y-^Sy, z-^Sn, a;« + ä x„, . . .) 
ist offenbar 

J:t^ + ... + ä^.J_4...., 

dX ' I » pg.^ I > 

also mit der Operation 8 selbst identisch, so dass man die dop- 
pelte Summe der in den Variationen quadratischen Glieder des 
Ausdrucks (21) schreiben kann 

S («*) = S (iP^äx -| + ^^Jx„ + ■•■)' 

wobei 

S (Sx) = S (Sx„) = ..■ = 

gesetzt wird. Den erhaltenen Ausdruck bezeichnen wir durch 
Ä'* und nennen ihn die zweite Variation von O, sein über die 
Fläche @ erstrecktes Doppelintegral die zweite Variation des 
Integrals J und setzen 

(22) ^'•'= JJ S'^dudv = jj ö{ö^)dudv; 

£ © 

man erhält dann offenbar 

^J=ÄJ-|-iÄ»J--|- jj dudv[8x,... öe,]^. 

6 

]Snn ist das. Zeichen ö mit dem der Integration und Differen- 
tiation nach u und v vertauscbhar; wendet man diese Bemerkung 
auf das äussere Zeichen S an, welches in der Formel (22) rechts 
auftritt, 80 ergiebt sich 

und da nach § 63 geschrieben werden kann 

(23) SJ= J (Udv — Vdn) + ^jdudv (PSx + Qöy + RSz), 

so folgt die durch Rechnung leicht veriöcirte Formel 
ö>J'=^{düdv - SVdu)-\-^^ditdv(S£Sx'^eQSy^dRSe). 

C 6 

Verschwinden die Grössen Sx, Sy, Ss längs der Handlinie S, so 
gilt dasselbe von 8Ü"und SV, da jedes Glied dieser Ausdrücke 
eine jener drei Variationen als Factor enthält, und es bleibt 
ö'-J = j^ dudv (SPdx -\- SQSp ~ir SItSz). 
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Diesen Ausdruck gestalten wir um unter der Voraussetzung 

(24) Sx = Xa, Sy = Yo, Sz = Zw, 

eine solche Variation beisse nach Analogie des in § 21 ein- 
geführten Begriffs eine Normalvariation. Bei einer solchen 
schneidet die Verbindungslinie der Punkte {x, y, e) und (x-j-äx, 
y ~\~ ^ä/i ^ ~\~ ^^) ^^^ Fläche © senkrecht, und der Abstand der 
beiden Punkte ist ±(p, je nachdem die Richtung Tom ersten 
zum zweiten mit der Normale n übereinstimmt oder ihr ent- 
gegengesetzt ist. Wenn dann dx, 8y, öz an der Randlinie ver- 
schwinden, so gilt dasselbe von m. Bei der Bezeichnung 

ß = XSP.-\- YSg^ ZSS. 
hat man also 

(25) ÄV = ^\ Sladudv. 

6 

Der Ausdruck U ist, wie man leicht übersieht, in Bezug auf die 
Grösse o und ihre Ableitungen erster und zweiter Ordnung 
linear homogen. Setzt man für et die partielle Differential- 
gleichung 

(26) ß = 

an, Bo erhält man aus den Formeln (23) und (25), wenn die be- 
trachtete Fläche eine Extremale ist, 

i^J = JJ dudv [w, o)„, ß)o]i; 
e 
ist also die Randcurve S durch das Verschwinden eines Integrals 
der Gleichung (25) definirt, so muss man, da auch — to eine 
Lösung dieser Gleichung ist, im Allgemeinen erwarten, dass ^J 
sowohl positiv wie negativ wird. Ein Extremalenstück liefert 
daher im Allgemeinen kein Extremum des Integrals J mehr, 
wenn es eine geschlossene Curve enthält, längs deren ein be- 
stimmtes Integral der Gleichung (26) verschwindet. 

Um letztere übersichtlich zu gestalten, diGFerenziren wir die 
Gleichungen (24), wodurch wir erbalten 

«ä=rra„X+a)X„, Ä& = ra„r+ß>r„, Sc = <d„2+ raZ» 
S« = ra„X+öX„, Ä/S = ö„ r -j- o r„, 6y = a^Z -j- oZ^. 
Sodann werde eine abgekürzte Bezeichnung für dreigliedrige 
lineare Ausdrücke eingeführt, deren Argumente Sx, Sy, dz oder 
X, 1', Z oder die Ableitungen eines dieser Grössensysteme nach 
u oder v sind; als Coefficienten treten hauptsächlich zweite Ab- 
leitungen von * auf. Wir bezeichnen ein solches Xrinom durch 
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sein eiageklammertes erstes Glied, und setzen lest, dass in allen 
Coefficienten eines Trinoma das erste Snffix von^ stets dasselbe 
sein soll, das zweite aber die Werthe x, y, e oder a, b, c oder 
a, ß, y durchläuft. So ist z. B. 

In derselben Weise können wir auch solche Trinome darstellen, 
deren Coefficienten aus den bisher betrachteten durch Differen- 
tiation nach u oder v entstehen, z. B. 



[^-]- 



^^+^^+^^- 



OfiFenbar kann das zweite Suffix von ^ innerhalb der Elammer 
stets nur a oder x oder « sein, während das erste jedes der 
neun in * auftretenden Argumente bezeichnen kann. 
In dieser Bezeiclmung gilt, da 

p—O — ^ — ^^" 

" du cv ' 

die Gleichung 

SP = [«5^, Sa;] + [0i„ da] + [«xo««] 

— ^ l[O^.Sx] + [*„,««] + [^a^öa]] 

hieraus erhält man die Grössen SQ und SM, iadem man in den 
ersten Suffixen die Buchstaben x, a, tt gleichzeitig durch y, &, ß 
oder z, c, y ersetzt, alles andere aber ungeändert lässt. Wir 
fassen nun zunächst die Glieder ins Auge, welche die Trinome 

(27) [«,.««] - i; [*..älj 

ergeben. Offenbar ist 

lassen wir daher Glieder weg, welche nach der Substitution 
(24) den Factor w enthalten, so liefern die Aggregate (27) und 
die ihnen analogen in 9 ^ und Ä ü zu der Summe ß den Beitrag 
X {[0,„da] - [*„«öa]| + Y ([^so-Sa] - L*6«Äa]| 
+ Z {[*„Äa] — \^,Ja\\ 
oder, indem man abermals Glieder mit dem f'actor m ab- 
scheidet . . 
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«>. {X ([9..XI - [«..X]) + Y([<l,.X] - [«..Z]) 
+ ZC[®,.Z]-[«..X])|, 
and dieser Ausdruck verschwindet, da z, B. X» und X Y mit 
den Factoren 

behaftet sind, deren Werth Null ist. Die Glieder (27) und ebenso 
die Glieder 

geben also mit den ihnen aoalogen in d Q und SR für Sl einen 
Beitrag, der m enthält, multiplicirt mit einer von c? unabhängigen 
Grösse. Dasselbe gilt von den Gliedern [^x^S x],[^yxSx],[^,xSx]; 
man kann daher setzen 

ß_«,(...)^ 



Benutzt man die Gleichungen (24), so wird der Factor von — X 
^ {» [«..XJ + ». [«„X] + 0, [«„X.] + o, [«..Xjj 

Die DefinitioD der Grösse 0, , (§ 66) ergiebt aber 

[»..xj = «•„ (X>x. +x rr. + xzz.) = O; 

[«..X] = «„ (X> + xy + XZ>) = «„X; 
ebenso erhält man 

[».,X,] = 0, [il>.,X] = !l>„X; 
der Factor von — X ist also 
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^ («„.».X + a [«„XJ + 0). [(II..X]| 
(28) 

Weiter gilt nach § 66 die Identität 

[«a.X] + [«.,X] = 2«,,X; 
der AuBdrucli (28) kann daher wie folgt geschrieben werden: 
X («,,«)„ + 2«,,oi., + il>,,co,,) 

8(«,jX)j 
8» I 

+ ». ([»..XJ + A [»„X] + ^^.Sj + „ (...,. 
Eine weitere Verkürzung ergiebt die Identität 

[«..x.i+[«..x,]=2a>.,x.+(i».,+*.,)r,+(i».,+0..)z, 
= 2<6„(X'X. + xrr. + xzz,) = o, 

nnd die analoge 

[«..X.] + [0..ZJ = O; 
der Factor von — X(a„ wird daher einfach 

und in dem ganzen Aggregat Sl erscheint a)„ mit dem Factor 

C0H 

~ 8« 

Diese Gröase kann nach der Definition der Orösseu d^n, $j, 
geBchrieben werden 

— _ ^j. _ ^^1» 

~ 8m 8ü ' 

EDOier^ YArlklionnaoluitiDg. ig 
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Analog ergiebt sicli ale Factor von a>„ der Ausdruck 

nnd man erhält schliesslich 

(29) — *i',(0„u — 2«t4tO«, — *ijO>rr 

^ <&o<» — 5— (^iifiJu + ^i»»«) — ^— (Oi,0J„ -^ (S,, «t). 

Der explicite Ausdruck für Oq ist aus der durchgeführten Rech- 
nung leicht zu entnehmen; man erhält ihn, indem man, bevor 
die Differentiation nach u und v ausgeführt wird, Sx, St/, 8z, 
Sa, Sb, So, Sa, Sß, Sy durch X, T, Z, X„, 7« Z„, X^ F«, Z, 
ersetzt, aus dem ursprünglichen Ausdruck 

dSi^c _ dS^y \ 

' ~8ü dT) ' 

Beispiel. Um <P(, bei der Aufgabe XIV zu berechnen, be- 
achten wir zunächst, dass die Identität 

x„X-\-y„Y + SuZ=0 
bei der vorliegenden NormalTariation ergiebt 

x„S X ■\-y„8Y-\- ZuSZ-\- X (Xm„ + aX„) + ... = 
oder 

a;„fi X + y„ Ä r + guSZ= — ra„; 
ebenso erhält man die Gleichung 

x„S X + )/„Ä r + sJZ = — ra^ 
Hieraus und aus der Identität 

X«X+ YSY-\-ZSZ=Q 
folgt, dass die Grössen SX, 8Y, 8Z und ihre Ableitungen nach 
u, V in keinem Gliede den Factor 01 enthalten , sondern in den 
Ableitungen dieser Grösse homogen linear sind. Der CoefScient 
■von CT in dem Ausdruck Sl ist daher derselbe wie in dem er- 
weiterten 

(30) Sl^P8X-{- Q8¥-{-Il8Z=S(PX-\- QY-\-ItZ). 
Nun hat man (§ 64) bei der vorausgesetzten Form von d> die 
Identität 
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PX- 



}Y+RZ = 



von Doppelintegralen. 
X Y Z 



X Y Z 

x^ ifv £v 



die rechte Seite der Gleichung (30) setzt sieh daher aus sechs 
DetermiDanten zusammen, welche aus den hingeschriebeüen ent- 
stehen, indem man jeweils den Gliedern einer Horizontalreihe 
das Zeichen S vorsetzt. Von diesen Determinanten liefern aber 
bei der angegebenen Beschaffenheit der Variationen SX, 8 Xu, 
äXm ... nur die folgenden beiden Glieder mit dem Factor a: 





X r Z 






X Y 


z 






Sx, Sy. Si, 


— 


Sx, Sy, St. 






X, r. z. 




X. Y. Z. 






X 




X 


= 


loX, + X<o. ... 




<.X.+ Xo.- 




X, 




X. 




X Y Z 




= 2o) 


X. Y, Z, 
X. Y, Z, 




erhä 


It schliesslich 















®o = 2 S + X Y.Z„ 
a = 2aS ± XY.Z, - 5^ '"" 



d /— Fcju + ^oA 



^^' ) 



Die Fläche, für welche die Grösse Sl gebildet ist, sei, was 
bisher nicht vorausgesetzt wurde, speciell eine Extremale, d. h. 
eine Minimalfläche. Auf einer solchen können die Variablen 
w, V so gewählt werden, dass 

^-=0, E=G, ^^ ^'- 



X=- 



y= -■, 



\ — z 

2b 



= M ± vi, 

U° + «° 



Z = - 



- Mä + v»' -^ 1 _|_ «a + B«' 1 + «« + »»• 

es folgt dies nach Bonnet und Weierstrass leicht ans dem 
Verschwinden der mittleren Krümmung. In diesen Variablen 
nimmt der Ausdruck (29) folgende specielle Form an: 
— 8(0 e'o) e*ra 



(! + «' + v^y 



Öv' 
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Wenn also im Inneren eines Minimaläächenstücks eine geschlossene 
Linie m = liegt, und m der Gleichung 

'dü^ "•" 'dv^ "T" (1 -|- m3 4- vs)a — " 
genügt, BO wird das Minimalflächenstück im Allgemeinen kein 
Minimum der Oberfläche mehr liefern. 



Da die Function ^ für jedes auf der Fläche @ erreichte 
Werthsyetem x, y, ... z„ regulär ist, kann man die Grösse 

<P (a; + Sx, y -\- Sy, ... «„ -|- Ä^„) 
in eine Taylor'sche Reihe entwickeln, in welcher die Glieder, 
die in den Variationen von erster und zweiter Dimension sind, 
aasgeschrieben, die Glieder höherer Dimension aber mittelst der 
Lagrange'sche Reatformel zu einem Ausdruck 

q{8x,..,Sxu,... Se^) 
zusammengefasst werden, der eine cuhische Form der neun 
Variationen ist. Die Coefficienten derselben sind gewisse Ab- 
leitungen von «P, gebildet für ein Werthsystem 

X + eSx, ..., «„ -i- eöx„, .... z^ -\- 6de„ 
in welchem & zwischen den Grenzen und 1 liegt; da nun die 
Ableitungen der Function ^ auf der Fläche @ endlich und stetig 
sind, so liegen die Coefficienten der Form q dem absoluten Be- 
trage nach unter einer positiven Grenze, die von der Wahl des 
betrachteten Flächeneleoients unabhängig ist. Dasselbe gilt von 
den Coef^ienten der cubischeu Form der Argumente o, (a„ o,., 
in welche p bei der Normalvariation 
(31) Sx = caX, Sy r= mY, Se=to>Z 

übergeht Da nun die Grössen 



M* -|- «J + O«' Ojä _j_ 0,» _|„ 0)»' o» _j_ (pS ^ 41,2' 

wenn m, a„ ra, nicht zugleich verschwinden, dem Intervall von 
— 1 bis -(- 1 angehören, so kann man die Grösse 



ojä _j_ ps _|- I»; 

auch als lineare Form der Argumente ra, w„, ca„ auffassen, deren 
Goefäcieuten zwischen endlichen, von a unabhängigen Grenzen 
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liegen. Der absolute Werth dieses Ausdrucks wird also bei der 

ADnahme 

(32) I (» I < £, I «« |< e, !«.!<£ 

mit e unendlich klein. 

Jetzt sei ip {at, <»„, ta.) eioe quadratische Form, welche auf 
der ganzen Fläche @ endliche und stetige Coefficienten hat und 
definit istj dann besteht für beliebige Werthe 01^ (»„, (q„, welche 
nicht alle verschwinden, die Ungleichung 
I (p (a, fiiu, o„) 
to* -\~ a>l -j- al 



>y, 



in welcher rechts eine von u, v, a unabhängige positive Grösse 
steht. Hieraas folgt, dasB die Grösse 

<p (at, »u. «t.) + P 
ra» -f* '"ä + "»p 
bei der Annahme (32) das Vorzeichen der Form <p hat, sobald 
£ hjoreichend klein angenommen wird. Der Zähler dieses Aus- 
drucks hat daher, auch wenn die Grossen a>, a„, m^ zugleich 
verschwinden dürfen, niemals ein anderes Vorzeichen als die 
Form qo. 

Diese allgemeine Betrachtung benutzen wir zur Bestimmung 
des Vorzeichens der Grösse ^J bei der Normalvariation (31). 
Nach § 67 ist nämlich 

^J= JJ dudv (i Ä»® + [Sx, ... «^Js} 
e 
= ff dudv {i aSl -|- p); 

6 

wenn nun ta am Rande der FUlche @ verschwindet, so ei^ebt 
sich durch partielle Integration mittelst des Ausdrucks (29) 

(33) S'J= [\Sladudv = \{ dudv {0o(»a + ^ (m„, m^)], 

e e 

wobei gesetzt ist 

ii> (A, k) = *i,As + 2<P,,AÄ; + «„Ä»; 
somit folgt 

8 

Da femer bei der vorausgesetzten Beschaffenheit der Grosse ca 
die Gleichung 
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||.„.,(^ + ^^) = o 

e 
gilt, wenu et und ß beliebige, auf der Fläche @ stetige, mit 
stetigen ersten Ableitungen versehene Functionen von « und v 
sind; bo erhält man, indem man die letzten beiden Gleichungen 
addirt, 
(34) 2z/J = (|dMdv [Ö(ia,ß)„,mv) + 2p] = ä*J+ 2(jedMdü 

6 ® 

mit der Bezeichnung 

Ö (Ä, k, i) = (0(, + «„ + /J„) Ä» + 2ah1t J^2ßhl-\-ii> {h, l). 
Gelingt es daher, die Functionen a und ß so zu bflstimmen, dass 
die Form Ö auf der ganzen Fläche © definit ist, so hat JJ 
ein festes Vorzeichen; damit ist ein Kriterium für das Ein* 
treten des Extremums abgeleitet, das wir nach Brunacci be- 
nennen vroUen. Dasselbe ist auch bei isoperimetrischen Auf- 
gaben anzuwenden; denn liegt eine Normalvariation vor, bei 
welcher in der Bezeichnung des § 64 die Grösse JK ver- 
schwindet, so ist 

JJ= d {J^k&), Ä(J"+Aa:) = 0, 
und die Formel (34) bleibt gültig, wenn man rechts $ durch 
O-f- A9f ersetzt. 

Das Extremum, welches durch ein festes Vorzeichen der 
Grösse JJ unter den eingeführten Voraussetzungen gesichert 
ist, hat einen besonderen Charakter und ist dem schwachen Ex- 
tremum des § 17 verwandt Man vergleicht die Fläche © mit 
allen, welche durch eine hinreichend kleine Normalvariation, also 
durch Verschiebung jedes Punktes in normaler Richtung aus ihr 
entstehen; dabei bleiben nicht nur die Grosse der Verschiebung, 
sondern auch die absoluten Werthe ihrer Ableitungen nach « 
und V unter einer gewissen Grenze. Letztere Grössen brauchen 
übrigens nur solche Eigenschaften zu haben, dass die über die 
Fläche S erstreckten Integrale ganzer rationaler Functionen von 
ra, Mu, »„ einen Sinn behalten und nach den gewöhnlichen Regeln 
der Integralrechnung, insbesondere durch partielle Integration, 
transformirt werden können. Das hiermit definirte Extremum 
reicht für viele Anwendungen, insbesondere die mechanischen, 
aus; übrigens dürfte unschwer zu zeigen sein', dass durch eine 
Normalvariation der betrachteten Art jede Fläche entsteht, welche 
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hioBichtlich ihrer Punkte tind Tangentialebenen von © hin- 
reichend wenig abweicht. 

Um nun die Bmnacci'ache Bedingung für dieAnwendung 
geeignet zu machen, gehen wir davon aus, äaaa die Form il> (h, l) 
offenbar, wenn die Bedingung erfüllbar sein soll, definit sein 
muss; dann ist 

<^nlPaii — *is > 
und die Form 8 (h, k, T) ist ebenfalls definit, wenn ihre Deter* 
minante das Vorzeichen der Form il) hat. Um dies zu erreichen, 
kann die Gleichung 
(*ii*iia — ^h) (3i„ + «„ -I- )3,) — a>,i|3» + 20,,«^ — *,»«» 

angesetzt werden, in welcher y eine Gonstante bedeutet, deren 
Vorzeichen mit dem der Form i> übereinstimnit; denn die linke 
Seite ist die Determinante der Form 6. Setzt man hier 



so ergiebt sich 

(0j,«ä, — 0?)) [00 w» + w (tfu + rp)] 
-f- tf [_ (<&ii0j, — Oh) w„ + 0„t — 0„<5] 
+ T [— (01, 0„ — 0h) w„ — 0,ir + *ijtf] 

diese Gleichung wird erfüllt, wenn 

6= — *iiWu — ^ijW^ r = — 0iiU>u — ^saWu, 

^ow + <Ju + r« ^ yw, 

oder auch, wenn w ein Integral der Gleichung 

(0„ _ j,) IC _ ^ (*,,„„ + <p,,«,,) 
(35) g 

ist, und tf, T durch die vorausgehenden Gleichungen definit werden. 
Gelingt es also, ein auf der ganzen Fläche S nicht verschwinden- 
des, mit seinen ersten Ableitungen stetiges Integral der Gleichung 
(35) zu finden, so wird bei der obigen Bestimmung der Func- 
tionen a, ß die Form 8 (h, h, l) definit positiv, und die Bru- 
nacci'sche Bedingung des oben defiuirten Extremums ist er- 
füllt. 
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Eine nähere Discussion ist überflüssig, wenn 0« auf der 
ganzen Fläche € Aas Vorzeichen der Form ^ hat; dann ist die 
Form *i,A» -[- if» (&i schon deflnit, so dass einfach a ^ ^ = 
gesetzt werden kann. Nimmt die Grösee O^ auch Werthe von 
anderem Vorzeichen an, so ist die Beziehung der Gleichung (36) 
zur Gleichung iJ = zu beachten, in welche sie übergeht, in- 
dem man y = Q, to ^ to setzt. Hat die Gleichung 0,^0 ein 
auf der Fläche @ nirgends verschwindendes Integral w, so findet 
man leicht 

w*Ö (Ä, Je, l) :=-ii (wfc — tv„h, wl — MJpÄ); 
die Grösse S^J hat also der Gleichung (31) zufolge das Vor- 
zeichen der Form ii und verBchwindet nur, wenn auf der ganzen 
Fläche @ 

motu — w„& = wojp — iCjW = 0, 

d. h. w und a sich nur um einen couEtanteu Factor unter- 
scheiden. Das ist, da o am Rande verschwindet, nur möglich, 
wenn überall o = 0. 

Ein Integral der Gleichung i2 = von der angegebenen 
Beschaffenheit kann unter einer leicht aufzustellenden Bedingung 
gebildet werden. Das FläcbenstUck @ sei ein Individuum einer 
Schar von Extremalenstücken, welche durch die Gleichungen 
(36) a: = I (tt, V, o), y = ii («, v, a), ir = g («, e, a) 
dargestellt werden; die Functionen |, % g seien regulär, wenn 
das Werthsystem («, v, a) einem gewissen Gebiet (3t) angehört, 
innerhalb dessen auch die zur Fläche S gehörigen Werthsysteme 
liegen. Es sei ferner innerhalb des Gebiets (31) die Functional- 
determinante 

^ ^ » ({. 1. i) 

9 (m, V, a) 
von Null verschieden; dann sagen wir, die betrachteten Extre- 
malenstücke bilden ein Feld. Zwei von ihnen, welche zu den 
Parametern a und a -\- Sa gehören, und deren erste wir mit © 
identificiren, seien durch die Gleichungssysteme (36) und 
^ = S (M, w, a + Sa), ^ = jj (m, ii, a + da), 
« = t («, «, a + Sa) 
dargestellt, und es werde zwischen den Argumenten u, w und ü, v 
ein solcher Zusammenbang hergestellt, dass der Punkt {x, y, z) 
auf der im Punkte {x, y, z) errichteten Normale der Fläche © 
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liegt. Dafür ist ee notbweudig und hinreichend, dass die drei 
Gleichungen 

p-it) r-®-!,)X = o, 

(37) (9-!,) Z-(i- s) r=0, 

(i _ ,)X— p — i) z=o 
bestehen. Bei den Torausgeeetzten Eigenschaften von |, ij, g 
kann man femer entwickeln 
,„., -Cx-x) + |„Äa + |„ (Ä _ «) + |„ (v-v) 

*• -* + [So, M - M, W — «]j = 0, 

nebst analogen Gleichungen für y und £^. Stellt man diese 
Gleichungen, wenn z, B. Z von Null verschieden ist, mit der 
zweiten und dritten Gleichung (37) zusammen, so hat die Func- 
tionaldeterminante der linken Seiten nach den Argumenten 
«, w, z, y, i, wie man leicht sieht, den von Null verschiedenen 
Werth Z ^EQ — F^, und man erhält für ö — ti, « — w, x — «, 
y — y, i — s Entwickelungen von der Form \ßa\i. Sodann sei 

X — X := vX, y — y :^ vY, z — s ^ vZy 
so dass V der Abstand der Punkte (a:, i/, g) und (^, y, e) ist, 
positiv oder negativ genommen, je nachdem die Bichtung n vom 
ersten dieser Punkte zum zweiten führt, oder umgekehrt; multi- 
pUcirt man dann die Gleichung (38) und die ihr analogen mit 
X, Y, Z und addirt, so ergiebt sich, 



yjEG - Fi («. V, a) ^ L -" ^EG — F-- 
und hieraus folgt 

(39) §^\Sa = taX, ^\öa = a,Y, ^ Uo = aZ, 
oaa I ooa| ooa | 

wobei gesetzt ist 

(40) e = , ^'^'^ ■ 

Nun bestehen, da der Punkt (^, y, z) eine Extremale beschreibt, 
die Gleichungen 

wenn man x, y, s durch «, y, s ersetzt; man kann sie daher 
nach Sa differenziren, und erhält so z. B. die Gleichung 

,,,, dP dx , cP dXu , dP cx^ , „ 
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wobei in den Ableitungen nach Sa diese Grosse den Werth Null 
hat. Da nun das ZeicheB d:dSa denselben Operationsregeln 
unterliegt wie das Variationszeichen S, insbesondere wie dieses 
mit dem Zeichen der Differentiation nach u und i; vertauscht 
werden kann, so kann das erhaltene Resultat (41) auf Grund 
der Gleichungen (39) in folgender Weise ausgesprochen werden: 
es besteht die Gleichung 

«P=0, 
wenn die Annahme 

(42) äx = o}X, ^y = aY, SB = a,Z 

bei der Bezeichnung (40) eingeführt wird. Alsdann kann die- 
selbe Argumentation für die Ausdrücke Q und R durchgeführt 
werden, und es folgt die Gleichung 

X5P+ YSQ-\- ZÖS = 0, 
deren linke Seite bei der Annahme (42) in den Werth ß über- 
geht. Damit ist gezeigt, dass die Grösse (40) ein Integral der 
Differentialgleichung ß ^ ist, und zwar oifenbar ein auf der 
ganzen Fläche © von Null verschiedenes. 

Wenn daher aus der Existenz eines Integrals der Gleichung 
Si, :^ von der angegebenen Beschaffenheit auf die Existenz 
eines auf der Fläche @ nicht verschwindenden, mit stetigen 
ersten Ableitungen versehenen Integrals der Gleichung (35) oder 

(43) iJ — yw = 

bei iünreichend kleinen Werthen von | y \ geschlossen werden 
kann, so ist das oben definirte Extremum unter folgenden Be- 
dingungen gesichert. 1. Das Extremalenstück © kann mit einem 
Felde umgeben werden; 2. die Form iff (h, T) ist auf der Fläche 
@ überall definit. 

Der angedeutete Schluss bezüglich der Gleichung (43) kann 
in voller Strenge gezogen werden, wenn bei angemessener Wahl 
der Parameter «, v 

ß = «,,„ _ |£ _ 0, * (i, j) = i. + 1. 

und <l>o auf der Fläche @ regulär und negativ ist; dies trifft 
nach § 67 bei den Minimalflächen zu. Alsdann kann man an- 
nehmen, dass auch die Grösse O« — / auf der Fläche @ 
negativ ist, und folgenden Satz von Schwarz anwenden. In 
dem der Fläche € entsprechenden Gebiet U (§65) sei die Grösse 
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p regulär und positiv; rp sei eine im Gebiet U mit ihren ersten 

Ableitungen stetige, am Bande desselben, aber nicht überall im 

Inneren verschwindende Function von u und v, Setzt man dann 

Ji> = ff ptp^dudv, J, = ff dudv (ipi -\- (p^), 



iches Maximum c. 
ges, mit stetigen 
ichung 



so hat der Quotient Jo : Ji ein bestimmtes endli 
Wenn c ein echter Bruch ist, existirt ein steti 
ersten Ableitungen versehenes Integral der Glei 

welches auf dem Gebiet U überall von Null verschieden ist. 

Aus diesem Satze folgt zunächst, wenn p = -\- l gesetzt 
wird, dass das VerhältnisB 

ff (p^dwdv : ff {ipu + ^v) dudv 

ein bestimmtes, endliches Maximum m hat, bei jeder Wahl der 
Function rp also in der Form um geschrieben werden kann, 
wenn ft der Ungleichung 

genügt. Setzt man sodann p = — ^o und p = — Oo + j-, 
und bezeichnet die zugehörigen Werthe von c7(, und c durch die 
Suf&xe und y, so hat man offenbar, da J^ von p unahhängig ist, 

(14) ~r^~r~^ '''""• 

also, wenn y > 

Hieraus folgt 

/45\ lim c^ =: c„; 

denn wäre das nicht der Fall, so gäbe es eine solche positive 
Constante y», dass, wie klein auch y» gewählt werden möge, 
immer Werthe y vorhanden sind, für welche die Ungleichungen 

(46) cy — c<,>r% r<r^ 

bestehen. Für diejenige Function q), welche dem Verhältniss 
Joy : cT, seinen grössten Werth c^ giebt, wäre dann aber der Re- 
lation (44) zufolge 

-y- ^= Cf — y^m, Cy — yy-m £ c«, Cy — Co £ yftm, 
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was, da y^ beliebig klein sein kann, der ersten Uagleichnng (46) 
widerspricht; ein analoger Wideraprach würde sich für y <^ 
ableiten lassen, indem man Cq und Cy vertauscht Die Beziehung 
(45) ist somit bewiesen ; ist Cg ein echter Bruch, so gilt dasselbe 
bei hinreichend kleinen Werthen y von Cj, und die Gleichung 
(43) hat ein in dem Gebiet U oder auf der Fläche € nicht ver- 
schwindendes Integral. 

Bei den Minimalßächen ist nun, wenn et ^ Eg> gesetzt wird, 
S^J=(J, — Jo,)*a; 
diese Grösse könnte, wenn Cj ä 1» negativ werden oder ver- 
Bchwinden, ohne dass a identisch verschwände. Das ist nach 
dem Obigen unmöglich, S'tf vielmebr positiv, wenn die Gleichung 
ß = ein auf der Fläche @ nicht verschwindendes Integ^ 
besitzt, also speciell, wenn die Fläche <S mit einem Felde um- 
geben werden kann. Bei letzterer Voraussetzaing ist daher cö 
und damit auch Cy ein echter Bruch, das Minimum des Flächen- 
inhalts im definirten Sinne also gesichert. 



§ 69- 

Ist das Extremalenstück © mit einem Felde omgebeo, und 
entspricht ihm der Werth a =: a^, so kann man es, wie leicht 
einzusehen ist, in ein solches Gebiet ® einschliessen, dass durch 
jeden Punkt des letzteren eine bestimmte Extremale des Feldes 
hindurchgeht, die Grösse a demnach als eindeutige Function des 
Ortes angesehen werden kann. 

Wir vergleichen nun @ mit einem Fläcbenstück jEI, welches 
ganz im Gebiet ® verläuft, und mit S die Randlinie ^, sonst 
aber keinen Punkt gemein hat, so dass a — Oo für die ganze 
Fläche % von festem Vorzeichen, etwa positiv ist, und sein Maxi- 
mum mit dem Werthe a, — ao erreicht. Jede Extremale des 
Feldes, Tür welche a zwischen a„ und (ti liegt, schneide die 
Fläche % in einer geschlossenen Linie S^, welche das Extremalen- 
stück©,, umgrenzt, die Fläche 31 aber in die beiden Theile XJ und 
Sn zerlegt, deren letzterer an die Randlioie 6 grenze; oEFenbar 
reducirt sich %„, auf die Linie 6, la, ist mit der ganzen Flache 
% identisch. Bildet man daher, indem man an dem Zeichen 
J das Integrationsgebiet in Evidenz setzt, die veränderliche 
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Wia) = JiB.) + J(%.), 
so hat man 

W(a^) = J(©<,.) = J(©), W(a^) = J(3:„,) = J(%). 

W{a^) — W(ao) = J{%) — J{^). 
Ist letztere DiiFerenz von festem Vorzeichen, so liefert die Fläche 
© gegenüber allen Flächen jE ein Extremum des Integrals <7; 
ofi'enbar wird dies dann eintreten, wenn das Differential ä W{a) 
einen Sinn und festes Vorzeichen hat, und die Function W{a) 
solche Stetigkeitseigenschaften besitzt, dass aus dem Vorzeichen 
des Differentials der gewöhnliche Schluss auf das Wachsen oder 
Abnehmen der Function gezogen werden kann. Wir unterlassen 
eine genaue Festsetzung der Eigenschaften der Fläche %, welche 
der Grösse W(a) die angegebene BeschaEFenheit verleiht; man 
sieht leicht, dass dies jedenfalls dann eintritt^ wenn % aus einer 
eudlichen Anzahl regulärer Flächenstücke zusammengesetzt ist. 

Nun ist offenbar 
(47) dW(a) = J(@. + ^.) - J(ß.) + Jff.+..) _ J(l.); 
können wir, was wir wiederum nicht allgemein beweisen wollen, 
©o+da im Sinne des § 63 als Variation von ©„ ansehen, so ist 

d/(©,) = ÖJ ^ j {Vdv — Vdu) 

Co 

- (O^Sx + «,.äs + «,/.) Il}, 

wobei die Integration denselben Sinn hat wie in § 63. Die Diffe- 
renz J(%,+ äa) — JC^a) kann ferner angesehen werden als das 
Integral J, erstreckt über den Streifen der Fläche % zwischen 
den zu a und a -{• da gehörigen Extremalen des Feldes; nimmt 
man daher für t die Bogenlänge des gemeinsamen Randes der 
Flächen @„ und %„, «nd bezeichnet durch ö die Breite des 
Streifens, so kann man, da ^E(t — i*» dudv das Flächen- 
element ist, setzen 

dj(%a)= idt.e 



wobei der Zeiger andeutet, dass die betreffende Grösse sich 
auf das Element der Fläche % bezieht Um a zu bestimmen, 
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i wir, wie früher, durch X, T, Z, X", Y», Z" die Rich- 
tungscosinuB der Normalen der Flächen @a und %, durch 0' die 
Richtung einer zur Gurre 6a senkrechten, nach dem Inneren der 
Fläche %^ hinein gerichteten Tangente der letzteren und nehme 
dabei diejenige Normale no der Fläche % welche zu den Richtungen 
wachsender t und 6' ebenso liegt, wie die Aze -|-^ zu den Axen 
-j- X und + j/ ; dann ist 

6 = dxcos(G'x) -\- Sycos(e'y) -\- S0cos(a't), 

= Xocos(o'x) + YOcos{a'y) + Z^cosio'z), 
und wenn daB Zeichen d den Fortgang aaf @a in der Inte> 
grationarichtung' bedeutet, 

= cos(o'x)dx -f- cos{6'y)dy -\- cos(a'e)dz. 
Löst man die letzten beiden Gleichungen nach den Grössen 
cos(o'x), ... auf, so erhält man bei der festgesetzten Orientirung 
der Richtungen n" und tf'' 



IS((J' 



r\ _ yo ^^ 70 ^y 



(48) 



Sx Sy 8z 

Gdt= X« Y" Z» 

dx dy dz 

Mit diesen Werthen ergeben die obigen Uifferentialformeln 
— d W{a) = f {{^;.Jx -j- ^^Jy + ^.Je) du 



8x Sy Se 
Xo Y" Z« 
dx dy dz 



— dW(a) = \sdt, 
wobei gesetzt ist 
(49) S = (^.Jx + *,„ 8y + 0,^ 

— (^^Jx -j- ©„^«y 4- 0,^8z) -" 



. .du 



M&G^ — FoF^ 



Sx üy 8g 
X« Y" Z^ 
dxdy dz 
'dt dt dt 



Das Vorzeichen dieser Grösse ist in manchen Fällen fest- 
zustellen, z. B. in der Aufgabe XIV. Hier hat man nach (10) 
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, 8x Sy 82 

IXYZ 
! Xu y« Zu 



Sx Sy 
X Y 


!» 
Z 


du 


Sx Sy Ss 
X' Y> Z' 
dx dy de 


— ^u i/o — «« 1 


dt dt dt 


äj ä« 




Sx Sy Ss 




r 2 


_ 


X' Y' Z' 




dy de 




dx dy de 





I 8a: 
Sät = I X 
I dx 
Die zweite DetsrmiDaDte ist nach (48) positiv; da nun offenbar 

XHx + YoSy + ZHs = X.<^dx + Y'-dy + Z^de = 0, 
so ergiebt sich bei der festgesetzten Orientirung der den Zeichen 
d, 8, »" entsprechenden Richtungen 

dy8z — dz^y _ dz8x — dx8z 



3:0 = ^ 



dx8y — dy8x 



wobei Q die positive Quadratwurzel aus der Summe der qua* 
drirten Zähler bedeutet. Hieraus folgt sofort 

sdt = Q (xx» -I- ryo + zz" — i) = p (coso — i), 

wenn to der Winkel zwischen den durch X, ..., X', ... bestimmten 
Normalen der Flächen % und ©a bedeutet. Die Grosse Sdt 
ist also hier stets negativ, wenn sich die beiden Flächen nicht 
berühren, und niemals positiv; mithin wird auch die Differenz 
J(©) — J(^) negativ sein, wenn nicht etwa überall die Flächen 
©a nnd %% in Berührung sind. Sehen wir von diesem Falle ab, 
so ist die Minimumseigenschaft der Fläche @ bei den voraus- 
gesetzten Eigenschaften der Grösse W{a) erwiesen. 

Die Grösse S behält, wie die Formeln (49), (48) zeigen und 
durch Rechnung leicht verificirt wird, ihren Werth bei, wenn 
man ein neues System rechtwinkeliger Coordinaten einiiihrt, ohne 
die Orientirung der Axen zu ändern, ebenso wenn man für w 
und V neue Parameter r, s einführt, bei welchen die Normale n 
ihre Richtung beibehält, d. h. die Ungleichung 



(50) 



8 (», ») 



> 



gilt; letztere Festeetzung bewirkt, dass die Integrationsrichtung 
länge der Curven ®a dieselbe bleibt. Fassen wir speciell irgend 
ein Element einer dieser Gurven ins Auge nebst den beiden 
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darch dasselbe hindurchgehenden Elementen der Flächen @a und 
3, welche die Grösse S bestimmen , so kann das Coordinaten- 
system so gelegt werden, dass die -\-e-A.xQ mit den Richtungen 
n und n° spitze Winket bildet, also die Ungleichungen 

Z» > 0, Z > 
gelten. Da nun Z sich tob der DeterminaDte ^ , { nur um 

8 (M, V) 

einen positiven Factor unterscheidet, so können die Coordinaten 
x und y für r und s jedenfalls in der Umgebung der betrach- 
teten Elemente als unabhängige Variable eingeführt werden, 
welche der Bedingung (60) genügen. Dabei gilt auch die Un- 
gleichung 

(51) dx8t, — dySx > 0, 

da die Normale n" nach ihrer Definition zur IntegrationsrichtuDg 
und zur Richtung nach dem Inneren der Fläche %^ ebenso liegt, 
wie die -|-«-Axe zu den Axen -\-x und -\-y. 
Führt man nun in dem Integral 

tf^ ff {x, y, e, Xr, yr, «n a;«) y»i «.) drds 
die specielle Annahme r ^ x, s = y durch, und setzt 

e, := p, gy ^ q, flJ {x, y, z, 1, 0, p, 0, 1, g) = / (x, y, 0, p, q\ 
so ist 

J=jjfdxdy. 
Weiter ergeben die Gleichungen (5) des g 62 

*Sr = / — P/p' *". = - pU 

*S, = — «/j» *S, = / — 4/9; 

in der Bezeichnung 

erhält man für die Fläche % 

de = p''dx -\- q'^dy, 

dx^ + dyi -j- ds^ 

= (1 4-^"?») dxi + 2p«3»da:dy + (1 + «"g") dy», 

3e ^ p'Sx -\- q'dy, 

also 

E'G" — F'F^ = 1 -|- pOp" + gogo, 

und man hat, da Z" positiv, mit positiTcr Quadratwurzel 
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/ (». S< «■ P'. 1') 



yi _)_ p.j,o _|„ 5.5." y 1 + j)»p< + g'g»' 

g= , ' 

Mit Hülfe dieser Gleichungen erhält man für S folgenden Aus- 
druck: 

Sdt = {- pf,dx + f/ - g/,) Sy +/, (p«tf^ + «»Äf/)} dx 
- {(/- p/p) «^ - 1/pöy + /p (p^Äx + ««S;/)} dy 
äx Sff de 
—P" -So 1 
dx dy dz 

Die letzte Determinante vereinfacht sich, wenn man die ersten 
beiden Verticalreihen mit — p*, — g" multiplicirt zur dritten 
addirt, da die Gleichungen 

(52) Sb ^poSx -\- q''Sy, ds = p^dx -{- q^dy 

bestehen; der Werth der Determinante ist einfach 
(dxSy — dySx) (1 -\- p'>po + q^'q") 
und das ganze letzte Glied ist demnach 

— / (^> Vf ^1 i*"j 9°) {dxdy — dySx). 
Berücksichtigt man noch die aus der zweiten Gleichung (52) 
folgende Relation 

(p - p») dx -\-{q — q") dy = 0, 
so ergiebt sich 

Sdt = I — /(«, y, s, p", q") +/ (a;, y, z, p, q) 

+ (P" - P)fp + («" - a)A} (ä^Sy - dydx). 

Kann man daher eine Taylor'scbe Entwickelung von der Form 

/ (i, y,j, p\ q') = f («. y, », ft «) + (!>• - J>) A + («• - i) f, 

+ i [A. (P" - J>)' + 2A. (S" - P) (9« - 3) +/„ («• - S)'] 
machen, in welcher durch Ueberstreichen angedeutet ist, dass 
für p, q gewisse Werthe p„, q„ zu setzen sind, von denen der 
erste zwischen p und p'>, der zweite zwischen q und q" liegt, so 
folgt aus der Ungleichung (51), dass das Vorzeichen von — S 
mit dem der Form 

übereinstimmt. Nach § 66 sind aber wegen der Relation (50), 
in welcher x und y für r und s genommen werden können, die 
Formen 
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i, = ©„ÄS -j- 2*i,ÄJi: + *„ÄS/ppÄ» + 2/pjAÄ +/„Ä» 
immer gleichzeitig definit und von demselben Vorzeichen. Ist 
die Form i> speciell für alle Flächenelemente deönit und von 
festem Vorzeichen, wie' dies z. B. nach § 66 bei der Aufgabe XIV 
eintritt, so hat S ebenfalls ein absolut festes Vorzeichen, und 
zwar das der Form — ^. Ist ferner die Form ^ nur definit 
In allen Elementen des untersuchten Extremalenstückes €, und 
weicht die Richtung «» von n hinreichend wenig ab, so sind die 
Differenzen p" — p und q" — q beliebig klein, ebenso die Grössen 
jpH — p, q^ — q, so dass auch für die durch die Bichtungscosinus 
— Pm - 9» 1 



Vl+P^+3ä il+pl+qi' Vi + Pi + i^ 
definirte Richtung und das auf ihr senkrechte Flächenelement 
die Form lii dasselbe Vorzeichen hat, wie für ein Element der 
Fläche © selbst. In diesem Falle erhält S ein festes Vorzeichen, 
wenn jede Tangentialebene der Fläche % von einer solchen 
der Fläche © hinreichend wenig abweicht. Hierin liegt das 
Analogen der den Fällen a) und b) des § 16 entsprechenden 
Beziehungen zwischen der Weierstrass'schen und der Le- 
ge n d r e 'scheu Vorzeichenbedingung. 
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Berichtigungen. 



Seite 6, Zeile 9 t. o. lies § 1 für § 2. 

B 13, o 1* "■ '>■ l'ß* y" — Wo für y — j/l,. 

„ 13, „ 6 V. u. lies Jp für fp. 
„ 18, „ 9 und U V. o. lies dt für dx. 
„ 68, , 1 T. o. lies ^ für a 

„ 65, „ 5 T. o. Kea „W^erthe, die grosBer als — sind", för 

„Wertlie". 

„ 102, , 14 V. u. lies tT,, für J,. 

„ 106, „ 12 und 14 t. o. lies w' für ni'. 

„ 169, , 6 T. o. lies — j- für den zweiten Bruch r— - 
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Nachtrag 

zum Verzeiolmiss der BerioMlgungen Seite 312. 



Seite 258, Zeile 1 v. a. lies (65) für (59). 
„ „ „ 11 , lies /für F. 
„ „ „ 16 „ lie« gkomme" für „kommen". 
„ 18 , lies (61) für (56). 
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